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这是配合即将出版的《微分几何》（第三版）的教学参考书 

《微分几何》自从1987年出版以来，被国内许多高等院校的数学专 

业作为教材，我们深表感谢。但是由于囯内的高等院校数学专业 

的师资条件和学生质量很不平衡，而我们的教材又力求用近代的 

观点来讲授微分几何的基础内容，所以这样一本与教材配套的教 

学参考书对于部分教师和学生，使他们能更好地掌握教材的内容， 
是必要的 


o 
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我们这本书的主题思想有 两个： 一是学习指导，二是习题选 
解。在“学习指导”部分，我们突出了《微分几何》教材中的重点和 
难点以及解题所需要的基本概念和基本公式。不过，为了尽量避 
免和教材重复，对于基本概念，我们只列出名词，具体内容读者可 
以查阅原教材。读者使用这本辅导书时，必须紧密结合原教材， 
“学习指导”只起加深对原教材的理解和复习巩固作用，同时为解 
题做好准备。“习题选解”分成两 部分： 一部分是习题，除了教材中 
的习题以外，我们还选了一些其他教材中的习题，它们分散列于有 
关章节的 后面； 另一部分是习题选解和解题指导，放在这本书的最 


后 


o 


这本书是我和首都师范大学数学系王汇淳副教授共同编写 
的。他负责前两章，我负责后两章。我们希望使用这本书的高等 
院校数学专业的同志对本书中的错误和不足之处，予以批评指正。 
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第一部分学习指导及习题 


微分几何的发展，就其使用的数学方法而言可 以分为三个阶 
段第 一阶段由牛顿 ( Newton ) 和莱布尼茨 （ Leibniz ) 仓! J 立微积分开 
始，直至18世纪初，在此期间，欧拉 ( Euler ) 作出了巨大贡献.到了 
1827年，高斯 （ Gauss ) 在曲面论的研究方面有了重大突破——发 
现曲面的高斯曲率的内蕴性，开始了微分几何发展的第二 阶段这 
一阶段基本形成了经典微分几何的内容和体系，使用的数学方法 
是向量分析的方法 .1885 年 ，德国数学家黎曼 （ R iemann) 把高斯的 

内蕴几何思想进一步发展，并使用和发展了一套完整的张量分析 
的算法，展开了黎曼几何的一般理论.微分几何发展的第三个阶段 
是以法国数学家嘉当 ( Cartan ) 发展外微分法和活动标架理论为标 

，数学大师嘉当精巧地把李群论与微分几何结合起来，外微分和 
活动标架法就成为这一阶段研究问题的重要数学方法 

《微分几何(第三 版)》 教材首先应用向量分析的 方法介 绍曲线 
与曲面的理论.篇首作为预备知识，先讲向量函数的概念和性质， 
尔后用两章的篇幅介绍曲线和曲面的一般 理论第 三章介绍外微 
分形式和活动标架法，第四章讲述了整体微分几何中的一些重要 
定理.本参考书将对教材中习题作出选解，并增补少量习题供读者 






练习 





线论 


第一章 


§ 1向量函数 


1.1 向置函数的极限 


(1) 主要概 念：向 量函数的定义，向量函数的 极限. 

(2) 主要 定理： 

命题 1如果 r ( r ) 和 s (?) 是两个 一 元向量函数， A (?) 是 一 个 

时，这些函数的值趋向于极限 r ( t)~^a , 


实函数，并且当 

，则有 

① r ( t ) ± s ( t ) 

② A ⑴ r(0— 

③ r ( t )• s ( t )~ 

④ r ( t ) X s ( t ) 




向置函数的连续性 


(1) 主要概念 ：向量 函数的 连续. 

(2) 主要 定理： 

命题2 如果 r *(0 和 s ( d 是在~点连续的向量函数，而 
A (/) 是在~点连续的实函数，则向量函数 r ( t ) + s ( O , 
A (0 r (0， r ( r ) x r (0 和实函数 r (?)* s ( r ) 也都在点连续. 


2 


1.3 向量函数的微商及泰勒 ( Taylor ) 展开式 

(1) 主要概 念：向 量函数的微商 ， C ° 类函数， C * 类函数 ， CT 

类函数， CT 类函数. 

(2) 主要 性质： 

命题3设 r(f )， s(f )， aU ) 分别是可微的向量函数， A(f ) 是 

可微的实函数，则 A(t) r(t) , r(t) ± s(t), r(t) X s{t 、， r(t、. 
(0，（ r (0， sU )， wU )) 都是可微的，并且 

( Ar )' - A V + Ar r , 


s 


r x s , 


(r x s)' 二 〆 x s + r x s '， 


( r^sY 




_ 


r 


s ， 


(r ， s ， m) = (r’ ， s，《) + (r,s\u) + (r ， s ， w’）. 


命题 4 如果向量函数 r (/) 在 [ q ， i 2 ] 上是 C * 类函数，则向 

量函数所对应的三个实函数1(〖），尽（^),以0在[^ 1 ， ？2 ]上也是 
C 4 类函数. 


定理设向量函数 r ⑴在[〖。，^ + △〖]上是（^ + 1 类函数，则 
有泰勒展开式 

r (^o 十 △/) =厂（/。） +△//* (〜）+ yyCAf ) 2 r ( t Q ) + …十 


^(Ar)V U) (f 0 ) + 

其中 A ^-^0 时， s ( ~ 

当 Koecr 时，可以展成泰勒级数.即 

r(t 0 + At) = r(t 0 ) + At/(t 0 ) + ^(Ar)V(^ 0 ) 

士 ( 厶 Tr (”) U 0 ) 

如果 r (/) GC " 类，则上述泰勒级数是收敛的. 


(△， r +i [」” +i ) 


(^ o ) + fi (^ o ，△，）]， 


0- 


+ 


+ 


* * » 


+ 


■ * « 
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向量函数的积分 

(1) 主要概念 ：向量 函数的积分. 

(2) 主要 性质： 

命题5如果向量函数/ •(/) 是区间 [ a ,6] 上的连续函数，则 


螗 


积分 


r ( t)dt 


存在，且 


① 〈办 时有 


( t)dt + r ( t ) dt ; 


r ( t)dt 


(2) m 是常数时有 


mr ( t)dt - 


r ( t ) dt ; 


® m 是常向量时有 


r ( ? )di 


r ( t)dt = 


X r ( t)dt 二 


r ( t ) dt ; 


fji 


d 


p rx - 

r ( t)dt 

L J a ■ 


④志 


= r(x) 


命題 6 向量函数 r ( f ) 具有固定长的充要条件是对 r 的每一 
个值, 〆 （£)都与 rU ) 垂直， 

定义对于函数 fU )， 给/ 以增量△£，用表示由向量 

作比值#，当 


(0 和 r(t + Ar ) 所组成的角， 


At 趋于零时， 


At 


△y 


的极限称为向量函数对于它的变量£的旋转速度. 
命题7单位向量函数 f ( t ) 关于 （的旋 转速度等于其微商的 

! r y (f)L 


Lt 
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习题1,1 


1 求证常向量的微商等于零向量. 

2证明 


d /r(OU 

d7\?(7)j' 

3利用向量函数的泰勒公式证明 ：如果 向董函数在某一区间 
内所有点处的微商都是零，则此向量函数在此区间内是常向量. 

4证明 r (0 具有固定方向的充要条件是 

尸（，） x 〆 （/) 


p 


证明 r ( r ) 平行于固定平面的充要条件是 

(r(f ) ， 〆 （《 ) ， r"(f)) = 0. 

6求下列向量微分方程的解 

⑴ r '(0 = 0 ; 

⑵ r{t)-a% 

(4) r{t)~ ar{t). 

7试举例说明对于向量函数 
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U )， 一般不成立中值定 


r(a) = r(^)(b- a),a<^<b 


§2曲线的概念 


(1) 主要概念：曲线的定义、曲线的参数方程、曲线的向羞参 

数表示、光滑曲线、 c * 类曲线、曲线上的正常点、正则曲线、曲线的 
切线和法面、曲线上的自然参数、曲线的弧长. 

(2) 主要 公式： 

设曲线 （ C ) 的方程为 


( t )， 其上一点 P 所对应的参数为 


5 



，曲线 （ c ) 在 P 点处的切向量为， U ) •在 P 点处的切线方程为: 

p - rO 0 ) = Ar'C/o), 

其中/»二 iX ， Y ， Z | 是切线上任一点的向径， A 是切线上点的参 


, 0 


数. 


切线方程的坐标表 示为： 

X - x( ? 0 ) Y 一： y(f 0 ) Z~ z(t Q ) 


( 


z 


X 


y 


点处的法面方程为 


(“）]• 〆 （〜） =0. 




— T 


用坐标表示为： 

[X-x(i 0 )]j ： "(?o) + [ ： yUo)]y(,o) + [ 之一 之 U 0 )]〆(〜）= 0 

曲线从 rU ) 到 rU ) 的弧 长为： 


<j(t) = \ 〆 （，） |d£ 


曲线的自然参数为 


= <^( t ) 


s 


将 




t = a 


代人曲线 （ C ) 的方程 r = rU ) 得 


=r (s) ， 


称为曲线的自然参数方程.由于 

r ^( s ) I = 

所以曲线 （ C ) 的方程在引人自然参数后，切向量 r '( s ) 是单位向 
董. 〆 （$)特别记为； ■($). 

(3) 例題： 

求双曲螺线 r = j acosh t , asinh r ， af | 从 t = 0 起计算的弧 


dr 




长. 


={a cosh t , a sinh t y at \ ， 


6 






=1 a sinh t , a cosh ? , a [ 


< 7 (/)- 


〆 （，） Id?= 


0 


0 


0 


^/2 a sinh 


习 


1寒2 


1 证明圆柱螺线 r(t)= |cos r，sin f ， H 是正则曲线，并求它 
上面的点 （1，0,0) 处的切线和法面， 

2求三次挠曲线 r{t) — i at , bt 1 


3 


1 在。 点的切线和法 


， ct 


面 


3 证明： r ( r )= {sin 3 ^cos ^ sin 3 /sin r ，0 l 是正则曲线，并求 
曲线在处的切线方程. 


下列哪些是正则曲线，求每条曲线在汐 = 


4 


K 


处的切线方 


4 


程 


⑴ r x ( d ) - |cos 8,1 - 

(2) r 2 (d) = j2sin 2 $ ,2sin 2 dtan ^,0}; 

(3) r 3 ( 8 ) — jcos 6 , cos 2 Q ,sin 6 }. 

5 证明囷柱螺线 r = I 
切线与 z 轴作固定角. 

6 设 K 沒 ）= le"cos (9,e e sin 沒， 0!, 证明 r( (9) 与曲线的切向量 

成定角（具有这种性质的曲线称为对数螵线） 

设 r (£) 是一正則曲线•假定有一点 A € R 3 , 使得对所有的 

r ， r ( i )- 石 t 正交于 〆 （ z ), 证明 r ( z ) 在球面上. 


^ - sin <9, - sin ^ | ； 


cos 


6 9 asin 6 ^bd\{ - oo < 0<oo ) 的 


a cos 
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证明曲线 （ C ): r = |2 f ， 力 / 2 , z 3 丨的切线与直线 


y — z — jc 


= 0 交于定角 


7 




9 求曲线 （C):r(，）= (e^cos t ♦e^sin t ， e f I 在 t = 0 点 的切线 


方程 


求曲线（0:打义，3；,5：)=0,0(0：，3；，2：)=0的切线与法 
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面的方程. 

11求曲线 （ c ):： c 2 + / = i，y + z 2 = i 的法面方程 


12 求 悬链线 （C):r = U , a cosh — ,0(- oo<f<oo)， 从 t 


a 


= 0 起计算的孤长. 

13 求抛物线 jy =心 2 对应于-的一段孤长， 

/的吞一段的孤 


3 


3 


14 求星形线 


sc = n cos 1 9 y = a sin 


2 


长. 


t ) 在 0< z <2 丌 


15 求旋轮线 

一段的孤长 

16 求囲柱螺线 x = 3 a cos 1 9 y = 3asin 1 9 z = 4 at 从它与 
xOy 平面的交点到任意点 M (£) 的孤长. 


( 1 - 


(t - sin t),y 




JT — ^ 


COS 


a 


_ 


a 


17 求曲线 jt 3 = 3 a 2 y f 2 xz = a 2 在平面 


-9a 之间 


y - 


3 


的孤长 


* 


18 求双曲琢线 j : = a cosh t t y = asinh t f z ~ at 从 f = 0 到 t 

= t 之间的孤长. 

19 求曲线 j : = 2a (arcsin t + t ^ t 1 ) ,y = 2 at 2 , z — 4 at » 

之间的弧长. 

20 求戈物线 r(9?)=| 

|(0<9<+)从9 = 0算起的孤长.并证明 ：在它 的每一条切线 


t - t X 到 


t 


t 
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q > 9 a\n (sec <p + tan < p ) — a sin < p 9 


a cos 


上，从切点到 y 轴间的一段长总等于 a (参数 p 是切线和 x 轴所成 


的角） 
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21 求封闭曲线 r = { 

22 若曲线由给出，试求这 


cos 2 t I 的全长. 


cos t » sin t , 


8 


条曲线的孤长. 

23 试求球面 

的交线的孤长 （ a >0,6>0). 

24将圓柱螺线 r = j a cos t f asln £ ， 丨化为自然参数表示. 

25 求双曲螺线 r = j a cosh t , a sinh f ， 加 f 的自然参数表示， 

26 求曲线/ •= j e f cos t ， e ’ sin t , e 

27 已知平面曲线的极坐标方程 户 = 户（沒） ，求在极坐标中曲 
线的弧长公式. 

28 已知曲线在空间柱面坐标系中的方程 p p d ， 

(/)，求在此系中曲线弧长的公式. 

29 已知在空间球面坐标系中曲线的方程 p = pit ), 
<p = < p { t ), e = 0( z )， 求在此系中曲线孤长的公式. 

30 设曲线 （ C ): r = r (?) 的每一点处的切向量 〆 （（） 都垂直 

于常向量<1，且 r (0) 也垂直于 a , 则 （ C) 的每一点的定位向量 r (f) 
也垂直于 


与柱面 X 1 + y 2 = b 2 (bK a ) 


X 


y 


i 的自然参数表示. 


f ⑴， 


拳 


§3 空间曲线 


3.1 空间曲线的密切平面 

(1) 主要概 念:空 间曲线在一点处的密切平面，曲线上的逗留 


点 


(2) 主要 公式： 

对于 C 2 类曲线 = 其上一点~处的密切平面方 


程为 


(R — r ( Q ) ， 〆 （〜） ， r "( r 。）） = 0 


或 


9 





( 广 0 ) Y - yit^) z- z(t 0 ) 


X- 


X 


( t 0 ) = o . 


(“） 


(“） 


z 


y 


X 


// 


(h) 


// 


yV 


z 


y 


X 


若曲线 （ C ) 用自然参数表示 ： r = rU )， 密切平面的方程为 

(K-r(5 0 ) > r(5 0 ),r(^o))^ 0 


或 


X - xis^) Y - y(s 9 ) Z- 2 ： (5 0 ) 

1 

U) 二 0 

I 

1 

2(0 


上 （ s 0 ) 

x(s 0 ) 


y (^ o ) 

y (^ o ) 


Z 


(3) 例题： 

求螺线 r = Icos t , sin 〖，？丨在(1，0,0)点处的密切平面. 

把点 （1，0,0) 代入所给曲线的方程，得 f =0,由所给曲线 


方程可以求出 


= | - sin r , cos 1 9 1\ t 


Of 


// 


— cos r, - sm t y 


把？ = 0 代人得 


r (0) 二 | l ，0,0 i ， 

/( 0 )- 10 , 1 , 11 , 

^( 0 )- 1 - 1 , 0,01 


所求密切平面的方程为 


X-l Y Z 

0 11 二0, 

0 0 


-1 


Y-Z = 0 


3.2 空间曲线的基本三棱形 


(1) 主要概念 ：曲线 （ C ) 上 P 点处的单位切向量、主法向置、 
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副法向置、伏雷内 （ Frenet ) 标架、基本向置、基本三棱形、法平面、 
从切平面、切线、主法线、副法线. 

(2) 主要 公式： 


( t ) 


dr 


① 


( 5 ) 




—T7T7TT 


rU ) 


_ ft _ ( r ( t )- r ( t )) rXt )~ ( r ( t )^ rXt )) r ( t ) 

一 1^1 _丽 ，卜^ ITWIlr^xFTTT^— 

⑴ x r " ⑴ 


r JA 


② 


③ r 


x 多 ， y = 


④密切平面的方程 


(R - r ,a ,p) -0 


或 


(R ^ r ,r ,r) = 0 ,(R - 


， r")=0 


⑤法平面的方程 


(R — r) 


= 0 


或 


( 


0,（及 — r ) 


= 0 




⑥从切平面的方程 


( 1 ? — r) 9 6 = 0 


或 


( 




⑦切线的方程 


一 r(t 0 )^ Ar’U 0 )， 


( s 0 ) = Xr ( s 0 ) 


- r 


或 


X-x(t Q )_ Y-y(t 0 ) _Z-z(t 0 ) X-x(s Q ) Y-y(s 0 ) 


Z~z(s 0 ) 


(， 0 ) ’ 


z 


⑧主法线的方程 


或 
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， a ， fi) = Q 


( 




( 




⑨副法线的方程 


p - r = Xy 




(R * r) 

(R - r) p = Q 


= 0 


(3) 例题： 

计算螺旋线 r = jcos “sin 在 （1，0,0) 点处的切线，法平 

面，副法线，密切平面，主法线，从切平面的方程以及基本向量 CE ， 


P,Y 


由所给曲线计算出 


i 


，，1|， 

cos t , — sin t ,0 [ 


— sm t , cos 


〃 


(1，0,0) 点对应的参数为 z =0 .所以 

r ( 0 )= il , 0 , 01 , r / ( 0 ) = jo , 1,11 ,^( 0 ) =] - 1 , 0,01 

①切线方 程为： 


x-i y-o z-o 


o 


x -1 = 0, 

y-z = o 


②法平面的方 程为： 

(x - i)*o + (y — 0)* 1 + (z - o).i = o, 

y+ z-o. 


③密切平面的方程为 


x — 1 ， y z 


0 


1 

MPVi ■ 


0 0 
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一 Y+Z = 0 


④主法线方程为 


■ 


Y+Z = Q f 
-Y + Z 

y = z = o 




⑤从切平面的 方程： 

由于从切平面与主法线垂直，从主法线方程可知，它的方向向 
量是11，0，01,所以从切平面的方 程是： 

(x - 1) • 1 + (y - 0) *0 + (z - o) *o ~ o» 


x-i-o 


⑥ 副法线方 程为： 


y + z - g , 

x-i = o. 


⑦基本向量 


{ 一 sin t j cos 

\/ (一 sin t ) 2 + (cos ^) 2 + 1 t 

— -p { 0 , 1 , 11 . 

4 i 

一 （ 〆.〆 ） 〆'-(〆• r") 〆 I 


tA \ 


t=Q 


- 0 


= 0 


一 I '2,0,01 - 10,0,0} 




72-^2 


歧 1 右 2 


e 


3 


0 


/y 


10 ,- 1,11 


r x r 


-1 0 


4 i 


n 


，一 i，i I 
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3.3 空间曲线的曲率、挠率和伏雷内公式 


(1) 主要 概念： 

空间曲线的曲率、挠率、伏雷内公式、密切圆（曲率圆）、曲率中 
心、曲率半径、平面曲线、挠曲线. 

(2) 主要公式和重要 结论： 

①曲率灸 


I 


k(s) = \r(s)\ ， k(t) = 


② 挠率 


(r ,r , r) _(r /r , r) 


(s ) 二 Y.fi 二 


k 


/ / // \ 

\r ,r ,r ) 

一 (Vx rl 2 


{t) = 


③伏雷 内公式 


=k(s)fi, 

= - k(s) 

y - - r(s)P ， 


( s ) y . 


r JA 


k(s) 


0 


0 


一 k(s) 


t(s) 


0 


(s) 0 

④ 曲率恒等于零的曲线是直线，反之亦然. 

⑤ 挠率恒等于零的曲线是平面曲线，反之亦然. 

(3) 例题： 

① 求圆柱螺线 r = j a cos d 9 a sin d ， bd \ ( — oo <^< + oo ) 

的曲率和挠率. 

解先计算 


0 


Y 


Y 
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<2 sin Oy a cos d，b \ ， 

6 $ - a sin 沒， 0| ， 

0,01， 


a cos 

=j a sin 0 ， 


— a cos 


于是有 


ei 


e 2 


e 


=i absin 6 9 — abcos 6 ^ a 2 \ ， 


— a sin d 


r X r 


b 


a cos 




Q — a sin 0 0 


一 a cos 


代入曲率和挠率的公式得 


〆 x r 〃 _ 


a 


k = 


+ b 2 . 


a 


T — 


|，XrT a 2 + b 2 


②证 明:若 曲线的所有法平面包含非零常向量，则此曲线是 
直线或平面曲线. 

证法一 设所给的常向量为 e 尹0,则 a 丄 e . 所以 


e =0 


两边对 s 求微商得 


c =0, 


kD u e=0 


若 A =0,则曲线是直线. 

= 0,则于是 


若 


e 


e = 0, 


( 一 ka + ry) 9 e-0 f - ka^e + rY^e - 0, 


由于 = 所以有 


zY m e = 0. 

由 e 丄 a 丄可知从而 ry 关0,所以 
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即曲线为平面曲线. 

证法二已知常向量 e 含于法平面上，从而 e ，/?， y 共面.设 

e = X ( s ) fi ( s ) + 


两边对 s 求微商，得 


0 -X(s)fi+A(s)fi + jLi(s)Y + j^(s)Y 


使用伏雷内公式得 

- k ( s ) X ( s)a + ( X ( s ) - fjt ( s ) r ( s )) p + + X(s)t(s))y = 0 

由于线性无关，则有 


- k ( s ) X ( s ) 二 0， 

A(s) - ^(5)r(^) = 0 ， 

+ X(s)t(s) = 0 . 

根据 (1) 式，若々=0,则曲线是 直线; 若 A =0, 则由 （3) 式可知 

JU(S) =常数古0 

(否则，由 A = " = 0 可知 e =0, 得出矛盾），所以根据 (2) 有 


( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


即曲线是平面曲线 


3.4 空间曲线在一点邻近的结构 


(1) 主要 概念： 曲线在 一点& 处附近的近似方程，近似曲线 

在基本三棱形的三个平面上的投影. 

(2) 主要 公式： 

取为坐标系，曲 线在〜 点邻近的近似方 


程为 


l = ^r k 


2 


6 


其中走0是 


点处的曲率， r 。 是该点处的挠率^是以 s 。 点为 


0 
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计算弧长的始点时，的值，即 s 0 =0 9 As = 

近似曲线在密切平面上的投影是 


7 = "2^^o ， 


拋物线. 


C = 0 ， 


在法平面上的投影是 


2 r 


r 1 2 = 


9To V ， 


半立方抛物线. 


^ = 0 , 


在从切平面上的投影是 


r 0 芒 3 ， 


6 


立方抛物线. 


7 = 0， 

3.5 空间曲线论的基本定理 

(1) 主要概念 ：自然 方程. 

(2) 主要 性质： 

曲线论的基本定理 ：给出 闭区间[〜，〜]上的两个连续函数 

9( s )> O 、0( s )， 则除了空间的位置差别外，惟一地存在一条空间 

曲线，使得参数 s 是曲线的自然参数，并且 p ( s ) 和分别为曲 
线的曲率和挠率，即曲线的自然方程为 

为了确定曲线的位置，可设时，曲线对应空间尸。点，并 
且在该点的基本向量为给定的两两正交的右手系的单位向量 
fio . Yo ，则曲线在空间的形状与位置惟一确定. 


0， 
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(1) 主要概念 :一般 蟝线. 

(2) 主要 结论： 

一般螺线的一种标准方程 
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= \x(s) y y(s) 


， scos a) I ， 


其中⑴是常数. 

定理 1 曲线是一般螺线的充要条件是切线和固定方向成固 


定角 


定理2曲线是一般螺线的充要条件是主法线与固定方向垂 


直 


定理3曲线为一般螺线的充要条件是副法线与一个固定方 
向作固定角. 

定理4曲线为一般螺线的充要条件是曲率和挠率的比为一 


常数 


(3) 例题： 

证明曲线为一般螺线的充要条件是向量 


+ ky 


[G 


— T 


具有固定方向. 

证法一 有固定方向 ㈡ flx/j =0， 

= fcr + ni 十吴 y + 是 7 

-za + ky ^ 

il = (ra + ky) x (ra + ky) 

rkfi + kzfi — (kv ~ rk)p — 




所以 


k 


T 


X 办 = 


㈡ 


k 


T 


k 


k 


㈡ In 


二 0 ㈡ In 


=const 


r 


r 


㈡ const 曲线是一般螺线. 
证法二设兑 k ， 则 e 是单位向量 


cos <p + /sin <p. 


：»A 


e = 


有固定方向 ㈡ e 为常向量 


㈡ u 


<p - rsin <p)P + ( ycos <p 一 


COS 


sin 
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<p-0 

k cos <p — rsin 9 — 0 


㈡ 


k 


㈡— = 0 


^ 曲线为一般螺线. 


习题 1*3 


1 求圆柱螺线 

切平面的方程. 

2 求曲线 

法平面、从切平面、切线、主法线方程， 

3证明圆柱螺线 x = acos t ^ y = asm t ， z = bt 的主法线和 

轴垂直相交. 

4 在曲线 

的正向取单位长，求其端点组成的新曲线的密切平面. 

5 证明球面曲线的法平面通过球的中心. 

6 证明过原点平行于圆柱螺线 r = \ a cos t , a sin Z ， & } 的副 
法线的直线轨迹是锥面 a 2 ( x 2 + y 2 ) = b 2 z 2 . 

7 求下面曲线的曲率和 挠率： 

( 1 ) r = \ a cosh t , a sinh 1 9 at \ ; 

(2) r = \ a (3 t - £ 3 ) ,3 a / 2 , a (3 t + ) | , (a >0). 

8 曲线/ ■=! 

(1) 基本向量 

(2) 曲率和提率； 

(3) 验证伏雷内公式. 

9证明如果曲线的所有切线都经过一个定点，则此曲线是直 


a cos 1 9 y — a sin t ， z 二 bt 在任意点的密 




x 


te 在原点的密切平面、 


x = t sin t t cos t ， z = 


z 


x ~ cos a cos 1 9 y = cos asm t、z = tsin a 的副法线 


3 


2 ? L 求 


cos t , sin t 、 cos 


线 


10 证明： 如果曲线的所有密切平面都经过一个定点，则此曲 
线是平面曲线. 
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11 证明 ：如果 一条曲线的所有法平面包含常向量那么这 
曲线是直线或平面曲线， 

12 证明： 曲率为常数的空间曲线的曲率中心的轨迹仍是曲 


率为常数的曲线. 

13 证明 ：曲线 j 二 l + 3 i + 2 z 2 ，： y ； = 2-2 z +5 〆 ， 

为平面曲线，并求出它所在平面的方程. 

14设在两条曲线 r 、 r 的点之间建立了 


Z 


对应关系，使它 

们在对应点的切线平行，证明它们在对应点的主法线以及副法线 
也分别平行. 




15设两条曲线 r、r 的点之间建立了——对应关系，使它们 

在对应点的主法线总是互相平行，证明它们在对应点的切线作成 
固定角. 


16 若曲线 r 的主法线是曲线 f 的副法线， r 的曲率、挠率 
分别为是、1求证々二4。（灸 2 + t 2 )， 其中 A。 是常数. 


t ) f 4 acos 各 i 在輝些点 


17 曲线 /•= \ a ( t - 


t ) , a ( l - 


sin 


cos 


2 


的曲率半径最大？ 

18 已知曲线 （C)G C 


U) 上一点 r (s。） 的邻近一点 
r(s 0 + △$)，求 r(s 0 +厶 s) 点到 r(s 0 ) 点的密切平面、法平面、从切 
平面的距离（设 r(s。） 点的曲率、挠率分别为是 


) 


0 » 


19设曲线 （ C) : r = r (s)， 证明 

(1) 是 r ==— 


y ； 


⑵ ( r 9 ?, r ) = k 

20设曲线 （ C):r = r(s)， 证明 

(1) ( a 9 a 9 a ) = k 


2 


d 


r 


dj I 々 


d 


(2) (r,r,r) = 


5 


r 


ds \ r 


jJV ⑴ sin tdt , f/(^)cos 


21 若曲线 （0:7*(^) = 


tdt ， 
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f/(i)tan idfj , 

22 曲线 （ C):r= U，sin h 9 U)j ，（ C) 的主法线与 yOz -f 

面平行时，试确定 < p ( t ). 

23 若曲线 （ C):r = rU) 有固定的不等于零的挠率 r ot fi,Y 
是主法线、副法线向量，证明 


当 々 =const 关 0,试确定 /(0. 


Yds 有固定的曲率是 


r 0 |, 并求， 的挠率 r ' 

若曲线 （ c ) 上一点的切线和副法线对一个固定方向的夹 

角为 d ( s )，< p ( s ) ，证明： 
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歸 


k 


sin 


sin < pd<p 


Jcos < p { t)dt jbt I 


25 证明 ：曲线 （ C): 
是一般螺线. 


< p ( t ) dt ， 


a sin 
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已知曲线 （C ): 


( s ) 的副法向量 

求它的单位切向量 cr 和单位主法向量 


r 


— —sin t f —cos t f — 

4i 4i 4i 




，并证明它是一般螺线 


27 设曲线 （ C) 与曲线 （ C) 的点之间有一个-对应关系， 

使得在对应点的主法线重合 •证 明对应点间的距离处处相等（这 

样的一对曲线都称为贝特朗曲线，其中每一条称为另一条的侣 


线，） 


求证 ：贝特 朗曲线 （ C) 与 （亡） 之间在对应点处的切向量 


28 


间的夹角处处相等 


证明曲线 （ C) 是贝特朗曲线的充要条件是 

Xk + /xt = 1 9 


29 


其中 A ， p 都是常数. 


30 证明具有常曲率 々关 0 的曲线 （ C) 是贝特朗曲线，并证明 
(C) 的侣线 （亡） 是 （ c ) 的曲率中心的轨迹，且石=是， f = 

31 设曲线 （ C) 


U ) 是常挠率曲线，证明 （ G ): 
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(-+ jV ⑴ ds) 

数， r 是曲线 （ C ) 的挠率， pu ) 是曲线 （ c ) 的主法向量， yG ) 是曲 
线 （ C ) 的副法向量）. 

32证明 ： 如果曲线（0 : /* = 1'0)为一般螺线，<!，/1为（0的 
切向量和主法向量 ， K 为 （ C ) 的曲率半径，则曲线 （ C ):，（0 = 

Ra - [ fids 也是一般螺线. 


是贝特朗曲线（其中 a , 6是常 


ar ( s ) + b 


33证明一条曲线 r = r ( s ) 为一般螺线的充要条件是 （ f ， r ， 


)=0 


34证明一条曲线的所有切线不可能同时都是另一条曲线的 


切线 


35设在两曲线 （ C ) 与 （CT )的点之间建立了 一一 对应关系, 
使它们在对应点的切线平行.证明它们在对应点的主法线以及副 
法线也分别平行，而且它们的挠率和曲率都成比例，因此曲线 （ C ) 

是一般螺线， （ C * )也是一般螺线. 

36证 明：如 果曲线 （ C ) 的所有密切平面都垂直于某个固定 
直线，那么它是平面曲线. 

37证明：如果两条曲线在对应点有公共的副法线，则它们是 
平面曲线. 

38证明：曲线 （ C ): r = | cosh t , 2 sinh t ! 是平面曲线. 

39 证明：曲线 （ C ) : x = A 奴 3 ,3； = a (1 + 3 i 2 ) ， z 的 

一 a 


挠率 




y 


40 设曲线 （ C ): 

(s) = wx a,B(s) = 


U )， 它的曲率 々古 0,求向量 wU )， 使 
Ky(s) = wx y. 

41 设曲线 （ C):r = r ( s )， 各#0, r #0, 令 

定^ + (^7) 2 =?(“>{))，求证曲线（0在以“为半径的球面上. 




X 


二—— * 假 
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( s ) ，是 声0 , rT ^ O ，证明 r ( s ) 在一球面上 


42设曲线 （ C ): 


k 


P 


的充要条件是 


或 


T P 一一 


k 


rk 


43 设曲线 （ C ): r = r ( s ) ，石#0, r =^0, 令 p = 飞， 求证 （ C ) 在 
球面上的充要条件是々>0,和存在一个可微函数/( 5 )，使得 fr = 

p，f + Tp = 0 . (1963) 

44依上题条件，证明 
常数 A 、 B 使得 


( 5 ) 在球面上的充要条件是存在 


k Acos ( I rcbj + Bsin ( rd ^ ] | = 1 . (1972) 


§4 全章小结 


本章讨论的对象是简单曲线段，它是通过直线段到空间的同 
胚映射定义的.讨论的中心问题是曲线在一点邻近的局部形状和 


性质 


在曲线上，首先建立了一个在运动下不变的参数-自然参 

数(即弧长参数）•尔后在曲线的每一点处，给定一副正交标架，完 
成一个依赖于自然参数的基本三 棱形： [ r ( s ) 
y ( s )]. 研究|>( 5 ) ; «(5),/>( 5 )， 7 0)]关于固定点处的[以以 ）; 

ftU )，/^。），/^)] 的相对的微小变化来描述曲线的状态.标架 

I 

的变化规律由伏雷内公式反映出来，公式中的系数是 
述了曲线在一点邻近的形状，其中々表示曲线的切向量对弧长的 
旋转速度，它揭示了曲线的弯曲状态，挠率 r 则是副法向量对弧 
长的变化率，它刻画了曲线的扭转状态这样的两个量完全地刻画 
了曲线的基本特征.反过来,对于两个确定的可微函数是 

0， r = rU )， 在区间上又完全确定了曲线的几何形状，甚 


( s)y B ( s ) , 


则直接描 


k ( s )^> 
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至在给定了初始条件下，它们也确定了空间曲线的方程，这一点由 

i 

曲线论的基本定理给出了理论上的肯定 • 

这一章中习题的主要类型,大致有两个方 面:其 一是已知曲线 

方程的前提下，计算相关的量与相关图形的方程.比如计算某曲线 

的曲率々，挠率 r ， 切线的方程、法面的方程等等.另一方面是在已 

知曲线的某种特征的情况下，证明曲线的某些性质.比如已知曲线 

的所有法平面包含固定向量证明这条曲线是直线或平面曲线. 

证明这类问题有一个基本思路， 就是： 

1. 先将已知条件表达为 方程； 

2. 方程两边分别对参数求微商，并将伏雷内公式代入，或在 
方程两边同时点乘、叉乘有关向量，得到新的关 系式； 

3. 解释所得结果的几何意义. 

习题中有许多这种实例，希望读者从中体会这种思想方法，掌 
握解题的技巧，提高处理问题的应对能力. 

对于特殊的曲线，它们的特征可参考 下表： 

参数表示丨参数方程求导丨基本向量丨曲率与挠率 

具有固定方向 


直线 


为常向量 k = 


rflHiTnlli^^BMMiWII^^^^M 


二 const ^0 


一鷇 


mm 


球面 


曲线 
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续表 


名称 参数表示 


参数方程求导 基本向量 曲率与挠率 


贝特朗 


曲线 






论 


第 


早 


III 


§1曲面的概念 


1.1 简单曲面及其参数表示 


(1) 主要 概念: 若尔当 （ Jordan ) 曲线 、初等区域、简 单曲面、曲 

面的参数表示、曲纹坐标、坐标曲线、曲纹坐标网 • 

(2) 主要公式： 

曲面的参数方程：曲面 S : 

(u 9 v ) f y = y(u 9 v ) 

曲面的向量参数表示 ：曲面 s : 

*= r ( u f v ) = \ x(u f v ) jy(u 9 v ) , z(u 9 v ) \ 

是曲面上点的曲纹坐标. 


z(u ^ v ) f (u 9 v )^: G 






， Z 


X 


X 


* 


其中 


(3) 实例： 

圆柱面的参数表示为 


(6 9 z ) = \ R cos 6 jRsin 沒 ， z } 即 m 

G 是一个长方形区域 : 0</?<2jt, - oo<z<oo .坐标 
曲线是曲线 u = 常数）即 


= 8 , 


V — Z ， 


r(d y z 0 ) = I i?cos 沒， J^sin 6 9 z 0 \ ^ 


它是垂直于 z 轴的平面和圆柱面的交线，它们都是圆 ^ -曲线（沒 
=常数）即 


( 6 0 jz )= { l^cos , Rsin d 0 9 z \ ， 


它是圆柱面上的直母线. 
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球面的参数表为 ir = r {< p 9 6) = j Rcos 6 oos < p 9 Rcos ^sin < p ^ 
i?sin (史，⑴ € G ， G 是一个长方形 区域： -|<0<异;0< 

<2丌， 即 


9 


2 


=沒 •坐标曲线是曲线 （0= 常数），即 


U — < p，v 

(< p ^0 0 )= [Rcos 6 q cos ( p f R cos d 0 sin < p 9 Rsin 6 0 \ ， 


是球面上等纬度的圆 纬线 . 0-曲线 = 常数）即 


= \ R cos ^cos < p Q , R cos ^sin < p 0 , i?sin 6 } ， 


它是球面上过两极的半圆——经线（子午线）. 


1.2 光滑曲面 


(1) 主要 概念： 

k 阶正则曲面 （ c 4 类曲面）、光滑曲面 （ cr 类曲面）、曲面的正 
常点、曲面上的正规坐标网、曲面的特殊参数表示、曲面的切方向、 

曲面的切平面、曲面的法方向、曲面的法线、曲面的正侧 

(2) 主要 定理： 

命題1 

的特殊参数表示 


曲面在正常点的邻域中总可以有形式为 


( U ) 


命理 


曲面上正常点处的所有切方向都在过该点的坐标曲 
线的切向量 r u ， r v 所决定的切平面上. 


曲面 S 


( w ， u ) 在一点 PU 。，％) 处切平面的方程为 

( w o ， 汐0 ) ，， 耵 0 ) ， r ) ) = 0 ， 

， z ) 是切平面上一点的向径.它的坐标形式为： 

X — x ( 


：r 




( 


一 r 


其中 


，幻 0 ) ^ ~ y(u Q ^ v 0 ) Z — z{ 


，以 o) 
之 w ( “ o ，幻 o ) 


(鉍 0 ，。0) 

(工0，汐0) 


yu (^ 09 v 0 ) 


二 0 


yv ( tt 0 , v 0 ) 


对于曲面 s 的特殊参数表示 
(^0^0 )点处的切平面方 程为： 


二 lu ， 之（工， y )}， 它在 
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z- 


Y 一 h 


X — 


之 0 


工 0 


= 0 , 


0 


Po 


0 


Qo 


Pq(x - x 0 ) + q 0 (Y - y 0 ), 


z 一 


一 


其中 


d z 


3 z 


(工。 ，： y 。） ，夕。 = 


,<?0 = ^ l ( 


z 0 - z 


3 x 


u 0 ’V 


X 


0 ' y Q 


曲面在一点 Uo ， T ；。） 处的单位法向量为 


o ) x r v ( u 0 , v 0 ) 


( 


V 


u 


0 ， 


u 


法线的方 程为: 


0) + A (r “（ w 0 ， ) X r v ( w 0 ， T ； 0 )) ， 


=r(u 


v 


0 ， 


其中 K ( X ， Y , Z ) 是法线上任一点的向径， A 是决定 U 在法线上 
的位置的参数.用坐标形式表达的法线方程为： 


Y - y(u 0 9 v 0 ) 


X - x(u Q ,v 0 ) 


yu 0 , v 0 ) 

(u 09 v 0 ) 


X 


KU 09 V 0 ; 

(u Q 9 v 0 ) 


z 


U 0 9 v 0 


y a \ u oy 

y v (^o^o) z v (u Qf v 0 )\ 

Z - z(u Q ,v 0 ) 

y u («o * ) 

(u 09 v 0 ) y v (u 09 v 0 ) 


z 


u 


u 


u 


X 


z 


V 


X 


u 0 , Z；o 


II 


X 


V 


对于曲面的特殊参数表示，法线方程可简化为 

X — x Q Y - 


Z 一 


之0 


3^0 


— 1 • 


Po 


Qo 


(3) 例题: 
设曲面 S 


丨，在（1，2)点处的 


( UyV ) = I 

单位法向量及切平面的方程. 

r ( l ,2)=|3,- l ,2 f , 
( 1 , 2 )= | 1 , 1 , 
( 1 , 2 )= {!,-!,«} 


U 


V J U — V J U 


= 11,-1,ll, 


( 1 , 2 ) 


u 


(1，2) 


V 
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r x r 


( 1 , 2 )- 


( 1 , 2 ) 


i 


— 2 


+ 


u 


V 一 u , 


{3,1, -2K 


/l4 


0 , 2 ) 


过点 （1，2) 的切平面方程是 


r ( l ,2)]* n ( l ,2) =0, 

& 

3x + y ~^2z 一 4 二 0, 




3 曲面上的曲线族和曲线网 


(1) 主要概 念：曲 面上的曲线、曲线族、曲线网、坐标曲线网. 

(2) 主要 公式： 

对于光滑曲面 S:r 
W ?) 表示，也可以用 


( W ，!；）， 其上的曲线用方程 


u(t) $ 


u — 


-r[u(t) = r(t) , 


或 


<p(u) f 

<p(v ), 

f(u ,v)-0 


V — 


或 


u — 


或 


表 7 K 


微分方程 


A(u ^ v)du + B(u , v)dv = 0 

表示曲面上的一族曲线.特别 地：当 A =0， B 关0时，方程变为 


dz ; =0， 

它表示曲面上的《_曲线族（1；=常数），当 A 关 0 ，B 


0时，方程 


变为 


du =0, 

它表示曲面上的1-曲线族（1/ =常数）. 

微分方程 

A(u,v)du 2 +2B(u,v)dudv+ C(u t v)dv 


2 


= 0 


29 




). CU ， T ；)>0 时，表示曲面上的两族曲 


当 [ B ( w , v )] 2 - A ( 

线——曲线网.特别 地：当 A = C = 0 时，方程变为 


W , V 


dudv — 0 , 

它表示的曲线网就是曲面上的曲纹坐标网 


习题 2.1 


6t ； l 的坐标曲线. 


1 求正螺面 r 二！ 

2 证明双曲抛物面/ • = \ a(u + v ) 9 b(u - 的坐标 


m cos v 9 usm v ， 


曲线就是它的直母线. 


沒 sin < p f asin 沒丨上任意点的 


3 求球面 r = j a cos ^cos <p , a cos 


切平面和法线的方程. 


2 


4求椭圆柱面~ + ^ = 1在任意点的切平面的方程，并证 

a b 

明沿每一条直母线，此曲面只有一个切平面. 

5 证明曲面 


3 


a 


的切平面和三个坐标平面构成 


u , 


uv 


的四面体的体积是常数. 

6 求曲面 r :=: iw + 

平面方程， 

7试证曲面 _ F(：c ， ：y ， z ) = 0在 P ( x 0 ， ： y 0 ， 2： 0 ) 点的切平面方 

)F:(x 0 ， y 0 ,2： 0 ) + ( y ^ y 0 ) F:(x 0 ， y 0 ， z 0 ) + 


2 


+ v 2 f u 3 + z / 3 丨在点（2,2,2)处的切 


V J U 


程为 ( 


X 


X 


(z - z 0 ) F / z ( x 0 9 y ^ , z 0 ) = Q 


8 试在曲面 xyz ― 1 上求平行于平面 x + y + z-5 = 0 的切 


平面方程 


2 


2 


2 


2 


9 试证明曲面+ 3 ；^ + 
的线段的平方和是一常数. 


的切平面被坐标平面截取 


T 


T 




Z 


a 


x/lf J 的所有切平面都通过一个定点. 

11 试求螺旋线 r = i a cos 1 9 asin i ， & 1 的切线构成的曲面; 


10 试证明曲面 


z — 
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并证明此曲面的法线与 Oz 轴交成定角 

12 试证曲面 r 二 | 


* 


的法线方向余弦为 


u cos v , u sin v , 


<p sin 


<p cos 


V 


V 


u 


2 


^2 




U 


<P 


u 


<p 


u 


<p 


13 试证曲面 r 二 j wcos 
平面与此曲面的交线为一树圆 


v ， usm v ， asin 2 t ; 丨上任一点处的切 


§2曲面的第一基本形式 


2.1 曲面的第一基本形式曲面上曲线的弧长 

(1) 主要概念 ：曲面 S 


(心 T ；) 的第一基本形式、第一类 


基本量 


(2) 主要 公式： 

第一基本形式 I = ch 2 = Edu 2 + 2Fdudv + Gdu 2 ， 其中 E 

= r ， r“，F 二 r ， r v ， G=r v .r v ‘ 

曲面 S 上一条曲线 （ c ): r = 

A (〜）， B (~)， 则 A ^ B 间的弧长为 


lu ( t) y z ；(/)]， 其上两点 


ds 


d 


2 


o 


dv 


u 


S = 


O ' 4 

^dt 二 


E 


dt 


dt 


d 玄 


dt 


0 


0 


对于曲面的特殊参数表示 


U ,3/)， 有 


z — z 
\ a : . y^zix f y ) \ ， 


={ 1 ，0 ， /> I , p = ^ ， 


3 z 


二 10,1, g } ， 


q 二石 


y 


=1 + p\F = 

I ~ (1 + p 2 ) dx 2 + 2 pqdxdy + (1 + q 2 )dy 


E = r 


2 


r ^ r y = pq 9 G = 


q 


少 ： V 


2 
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(3) 例题： 

求正螺面 S 


, av 1 的第 ~^ 基本形式 - 


u cos v , u sin v 


,0|, 


cos v , sm v 




i _ 


usin v , u cos v , a 


_ 


2 


2 


^ l, F = r u x r v ^0,G^ r 


+ a 


E-r 


I = du 2 + (u 2 + a 2 )dv 2 * 


2 曲面上两方向的交角 


上两个切方向 （ d W :dt ;)、 


(1) 主要概念 ：曲面 s 
(SM:StO 间的角 

(2) 主要 公式： 

设方向 （ d) 与方向 （ S) 间的角为 6M 

dr-5r 

TdrTTSrT 




e = 


cos 


Edu^u + F(du8v + dv^u) + Gdv^v 


对于坐标曲线 Z/- 曲线与 z;- 曲线的交角 0 >，有 


F 


COS (O = 


Teg 

坐标网是正交网的充分必要条件是 F = 0. 

(3) 例题： 

■ 

证明旋转曲面 S ： r= | ^>(t)cos 6,^>(t)sm 沒， 0(^)1 的坐标网 


是正交网 


证明由于 r= | ^>( Ocos d , <p(t)sin 6 j(p(t) | , 

r 0 = \ - <p(t)sm 6 ^<p(t)cos d 9 0\ , 
r t = 1 <p'(t)cos d 9 <p / (t)sin ❹， i// (t)\ 


由此得 


/ v # •⑴二0, 


即曲纹坐标网是正交网 . 
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2.3 正交曲线族和正交轨线 


(1) 主要 概念： 曲线族的正交 轨线. 

(2) 主要 结果： 

曲线族 Adu+Bdv = 0 的正交轨线的微分方程是 


8 v 


A 


A \ St ； 


£ 十 F 


+ G 


B 15 = Q ， 


一 4 - 

B 8 u 




即 


St ； 


BE - AF 

BF - AG ' 


8u 


曲面域的面积 


( 1 ) 主要 概念： 曲面域的面积 

(2) 主要 公式： 

设曲面域 D 的面积为 a 则 


a — 


其中 © 是与曲面域 D 相对应的 U ， r ;) 平面上的区域. 

(3) 例题 •• 


设曲面的第一基本形式为 I = ds 2 = du 2 + ( u 2 + a 2 ) dt ; 2 ，求 
出曲面上由三条曲线± 


=1相交所成曲面三角形的面 


积 


由 I = d 5 2 — du 2 + ( u 2 + a 2 ) dv 2 可知 E 


1 ，F = 0 ,G 






2 


U 


a 


如图1所示，曲面上所给曲线的交点 A ， B ， C 的坐标可由 


u 一 av ， 


u — av ^ 

u = — av , [ t; = 1 


u — — av ， 


和 


解得，它们是 A ： (u = 0 ， 




v — 


0) f B ：(u = a f v 

所求三角形面积 


= 1) , C ： ( w ^ 


1). 




—a jV 


a 
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a 


o 




o 


o 


r*a / 

J 0 \ 


1- 


a 


a 


二 2 


a 


o 


I . u ^u 2 + a 2 + a 2 ln(w + V u 2 + a . ~ + fl2 ) T | 


0 


2 -^ + ln(/2 + l) 


2 


— a 




3 


等距变换 


( 1 ) 主要概念 ：变换 、等距变换（保长变换）、曲面的内蕴性质 

(内在性质）、内蓮量. 

(2) 主要 定理： 

定理两个曲面之间的一个变换是等距的充要条件是经过适 
当的参数选择后，它们具有相同的第一基本形式. 
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保角变换 


(1) 主要概 念：保 角变换(保形变换）. 

(2) 主要 定理： 

定理两个曲面之间的一个变换是保角变换的充要条件是它 
们的第一基本形式成比例. 


习题 2.2 


1 求双曲抛物面 r = U ( 


) ， b[u — v )，2 uv \ 的第一基 


u "r v 


本形式 


2 求正螺面 r = \ u 

明坐标曲线互相垂直. 

3在第一基本形式为 


hv [ 的第一基本形式，并证 


cos v , u sin v , 


I = du 2 + sinh 2 udv 


的曲面上，求方程为 m = 的曲线的弧长. 

4 设一个曲面的第一基本形式为 


I = du 2 + ( u 2 + a 2 ) dv 2 , 


求它上面两条曲线 

5 求曲面 


0 的交角. 


0 , 


+ 




U 




V 


U — V 


axy 上坐标曲线 


的交角 

6 求 w - 曲线和 z /- 曲线的正交轨线的微分方程， 

7在曲面上一点，含 dw ， dz ； 的二次方程 

Pdu 2 +2 Gdwdi 十 Rdv 2 = 0 


z — 


x 0 ,y = y 0 


确定两个方向 （dw :dt;) 和 （Sw 证明这两个方向互相垂直的 

条件是 


ER -2 FQ + GP -0. 

证明曲面的坐标曲线的二等分角轨线的微分方程为 

Edu 2 = Gdv 


2 


9设曲面的第一基本形式为 ds 2 ^ du 2 + U 2 + a 2 ) dt /， 求出 

曲面上由三条曲线 w = ± av 9 v 


=1相交所成的三角形的面积. 
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10 求球面 r — a\ cos p cos 没， cos 沪 sin 沒 ， sin p | 的面积 

11 证明螺旋面 r = jw cos t; ， m sin 幻 ， w 

— 1 1 cos 6 , t sin 6 , t 1 - \ l 的等距对应为 

6 = arctan u + v ， 


+ t ； 丨与旋转曲面 


12 简单曲面经过参数变换 6 二 d(u ， v 、， <p= <p(u，vm 

3{6 ^<p) 

3(u 9 v) 

并写出第一基本量的变换式 


曲面 〆 （ 6,^9 ). 且 


尹 0 ,证明 I (du jdv) = I (dd jd<p ), 


: eW ) 


13 求曲面 S：r = \u cos 6 yusm 0m 1 上曲线 
弧长 （/? = const, ，并证明此曲线与曲面的 w - 曲线构成 


的 


定角 /? 


14 求曲面 S:r=lwcos 
V u 2 + a 2 dv 定义的曲线的正交轨线 . 

15 在球面上求与子午线成定角的曲线方程 


r ； 丨上，由微分方程 d 


v , u sin v » a 


16 求曲面 1(6 + 

炉 1 的表面积 . 

17 设曲面 S 


<p) cos d、{b + a sin <p) sin 8 ， 


asm 


a cos 


: r = 


wcos v — w v sin v ， uusin v 


W v COS V ， 


=>，柱面 s 

dv 


«丨，其中 

求证： w 二 /(w ) 或 w = g{v) j 并证明 S 是一旋转曲面 


a 丨等角等价 , 


a cos v y a sin v ， 


§3 曲面的第二基本形式 


3.1 曲面的第二基本形式 


(1) 主要概 念：曲 面的第二基本形式、第二基本最. 
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(2 ) 主要公式 


2 


d 2 r = Ldu 2 + 2 Mdudv + Ndv 


畢 


) 


uu 


L-r 


UU 


2 


EG-F 


( 


uv 


r / 


UV 


2 
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对于曲面 i 


x,y 
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其中夕 = 


Q = 


d y ’ 


dxdy^ dy 


dx 


Sx 


(3) 例题： 

计算抛物面 

先计算 


(jo 2 + : y 2 ) 的第一、第二基本形式， 




Z 


a 


dz 


9 z 


= 2ax f q = ^-2ay 9 


P = 


dx 


d y 


d 2 


2 


d 2 


d 
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z 


= 2a ,s = 


= 2 a • 


3 x 3 y 


9 x 


3 


y 


再计算 


E = l + p 2 = X + 4a 2 x 2 , F = pq - 4a 2 xy ^ 
G = l + q 2 = l+4a 


2 


3^ 


2 a 
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.V 


1 + 4 a 2 y 2 ) dy 2 ， 


2 a 


1 + 4 a 2 x 2 + 4 a 




3.2 曲面上曲线的曲率 

(1) 主要概念 ：曲面 S 上一点处沿切方向 （ d ) 的 法截面、法截 
线、法曲率 <、法曲率半径. 

(2) 主要公式与 定理： 

设曲面上的曲线 （ C ) 在 P 点处的曲率为々，沿曲线切方向的 

曲面法曲率为曲线的主法向量与曲面法向量/ I 的夹角 为心则 

II _Ldu 2 +2Mdudv + Ndv 
T ~ Edu^ + 2Fdudv + Gdv : 

梅尼埃 （ Meusnier ) 定理： 

曲面曲线 （ C ) 在给定点 P 处的曲率中心 c 就是与曲线 （ c ) 具 
有相同切线的法截线 （ C D ) 上同一点 P 的曲率中心 C 。 在曲线 （ C ) 

的密切平面上的投影. 

3.3 杜邦指标线 

(1) 主要 概念： 曲面在 P 点的杜邦 （ Dupin ) 指标线.曲面上的 

捕圆点、双曲点、抛物点、平点. 

(2) 主要 公式： 

曲面在一点处的 tj ： 邦指标线的方程为 

Lx 2 + 2Mxy + Ny 2 = ± 1 • 

y 

曲面的渐近方向和共轭方向 

(1) 主要概念 ：曲面 在一点 p 处的渐近方向，曲面上的渐近曲 


k 


=是 cos 8 


3 
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线，曲面上的渐近曲线网、曲面的共轭方向、共轭网. 

(2) 主要公式与 定理： 

曲面上一点处的方向（^)是渐近方向应满足方程 


L 0 du 2 + 2M 0 dudv + N 0 dv 2 = 0 . 


曲面上渐近曲线的方程为 


Ldu 2 + IMdudv + Ndv 2 = 0. 

曲面上两个方向（^)与 u ) 共轭的充要条件是 

L 0 dubu + M 0 (dwSi + dvdv) + N 0 dvdv — 0 . 

共轭网的微分方程为 

LdwSw + M(dwS*sy + dvbu ) + Ndv^v = 0. 

与曲线族 Ad w + Sdt ； = 0 共轭的曲线族的方程为 

i L8u + MBv MSu + N8v { 


= 0 


A 


B 


命题 1 如果曲面上有直线，则它一定是曲面的渐近曲线. 

命题2 曲面在渐近曲线上一点处的切平面一定是渐近曲线 
的密切平面. 

命题3 曲面的曲纹坐标网是渐近网的充分必要条件是 

L — N = 0. 

命题4 曲纹坐标网是共轭网的充分必要条件是 

M = 0. 


(3) 例题 
求曲面 


的渐近曲线. 




，则 


z- xy 


9 


3 z 


5 — =/ 2xy 


p = 


= y fQ- 


dx 


d 


y 


d 2 


d 2 z 


d 


= 2y 9 t = 


= 2 x 


3xdy 


dx 


9 


y 




2 x 


所以 L = 0 ， M = 


，N = 


+ 4x 


y 


y 
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渐近线的方程为 


2x 




d^y 2 ~ 0 


dxdy + 


化简得 


dy(2ydx + xdy) — 0, 
= 0 ， 2jydx + xdy — 0 


渐近线为 


y^C x 及工 2 y 二 C 


曲面的主方向和曲率线 


3 




(1) 主要概 念：曲 面上一点处的主方向、脐点、圆点、曲率线、 


曲率线网 


_ 


(2) 主要公式与 定理： 

曲面上一点处的主方向 （ cO 满足关系式 

I dv 2 一 dudv du 2 I 


E 


F 0 


G 


M 0 


N 


(E 0 M 0 - F 0 L 0 )du 2 + (E 0 N 0 - G 0 L 0 )dudv + 

(F 0 N 0 -G 0 M 0 )dv 2 =Q. 


曲面上曲率线的微分方程为 


^ dudv du 


E 


G =0 


F 


L 


M 


N 


主方向判定定理（罗徳里格 ( Rodrigues ) 定理 } 

如果方向 （ d ) = dt / : dt ; 是主方向，则 

d/i = Adr , 

其中 A = ~ k n 9 k n 是曲面沿方向 （ d ) 的法曲率. 
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反之，如果对于方向 （幻有 


dn = Adr , 

则 U ) 是主方向，且 a = - K ， k „ 是沿方向 （ d ) 的法曲率. 

命题曲面上的曲纹坐标网是曲率线网的充分必要条件是 

F=M = 0. 


(3) 例题 

求双曲面 


上的曲率线. 


z — axy 


z = axy . 
p = ay j q = ajc 


= 0, 


/ ™ 0 


s — a f 


E = l + p 2 = l + 


2 2 
a ：y 


， F = pq = 


xy ， G = 1 十 <2 


a 


x 


a 


L — 0 ,M = 


，N = 0 


2 


2 


a 


y 


a x 


曲率线的微分方程为 


d ^ 2 


— dxdy 


dx 


2 2 


2 


a 2 x 2 


a 


y 


a 


xy 


= 0 , 


a 


0 


0 


a(l + a 2 y 2 ) 


(1 + a 2 x 2 ) 


a 


2 


dy 2 =0 


dx 


1 + a 2 x 2 + a 2 


2 


y 


2 


2 


dx 




化简得 


a x 


a 


y 


积分 


dx — ± 




2 2 


: V 


a 


故所求曲率线为 
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3.6 曲面的主曲率、高斯曲率和平均曲率 


(1) 主要 概念: 主曲率、高斯曲率、平均曲率、极小曲面. 

(2) 主要公式和 定理： 

主曲率心可由下式 计算： 


L - k N E M — k N F 

M~ k N F N — k N G 
P (EG - F 2 )k 2 N -(LG-2MF + NE)k N + (LN - M 2 )=Q 

高斯曲率 K 的计算 公式： 


= 0 


LN —AT 
EG-F 2 • 


K = k 


2 


平均曲率 // 的计算公式 


LG-2MF + NE 
2(EG-F 2 ) 

( U )， 有 


(是 1 + k 2 ) 


H = ^~ 


2 


对于曲面的特殊参数表示 


z — Z 


2 


rt 一 s 

(i + 声 — 2 + 9 2 ) 2 ’ 

+ — 2pqs + ( 1 + p 2 )t 

2(1 + p 2 + q 2 )^ 


K = 


欧拉 ( Euler ) 公式. 

曲面一点处沿方向 （^) 的法曲率々 „ 与该点处的两个主曲率 
有如下关系： 


2 


0 + 是 2 sin 2 0 ， 


k n (d) = k x 

其中$是方向 （ j ) 与第一主方向的夹角. 

定理曲面上一点（非脐点）的主曲率是曲面在这点所有方向 


COS 


的法曲率的最大值和最小值 

(3) 例题： 

求正螺面 r =丨 


的主曲率和平均曲率、高 


u cos v , usm v ^ 


斯曲率 
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，M 


因为 i 


u cos v ^ wsin v 

£ = 1,F-0,G = u 2 + b 2 . 
L=0,M 二 


— b 


，N = 0. 


代入主曲率的公式得 


一 b 


— k 


N 


= 0 , 


b 


— k N (u 2 + b 2 ) 


所以 


b 


— b 


, k 2 = 


+ b 2 


2 


U 


u 


a 


于是有 


2 


2 


K 二 k/ k 2 = 


(u 2 + b 2 ) 2 


m 


3.7 曲面在一点邻近的结构 


主要结论 


在曲面的椭圆点处，其邻近的形状近似于椭圆抛物面. 
在曲面的双曲点处,其邻近的形状近似于双曲抛物面. 
在曲面的抛物点处，主方向上的法截线分别近似于拋物线 


2 


3 


和立方抛物线 


3.8 离斯曲率的几何意义 


(1) 主要 概念： 

曲面的球 面表示 (亦称 为离斯映射） 、曲面的 第三基本形式、第 

三基本置. 

■ 

(2) 主要公式和 定理： 


2 

^ edu +2 fdudv + 尽 du 


2 


43 





， G= n v * n v . 

高斯曲率、平均曲率及曲面的三个基本形式满足下述线性关 


， F = 


E = 


5 


m 


系 


in - 2H1I +KI = 0 . 

定理 曲面上 _ P 点邻近的区域 <7在单位球面上的表示是 〆 ， 
当 a 趋于曲面上已知点 P 时， ( T * 的面积与 a 的面积之比，趋于曲 
面在 P 点的高斯曲率的绝对值.即 

K P | = lim 


，的面积 

a 的面积 


— ► 


习题 2.3 


1 计算悬链面/ ■ 二 | cosh u cos v j cosh w sin u 丨的第一、第二 


类基本量. 

2计算抛物面 2： c 3 = + 4 a: t x 2 + 2j ： 2 在原点的第一、第 

二基本形式. 

3 证明对于正螺面 r= j wcos 
-oo<^< + CX )， 处处有 EN -2 FM + GL =0 


，一 00 < w < 00 ， 


v , wsin v , 


+ by 2 )在（0,0)点、方向（<1:*::43； ) 


4 求出抛物面 z 二 7( 


ax 


2 


的法曲率 


5 已知平面到单位球面 S 的中心距离为 d(0<d<l)， 求 
与 S 交线的曲率与法曲率. 


6利用法曲率公式\ = 证明在球面上对于任何曲纹坐 


标第一、二类基本量成比例. 

7 求证在正螵面上有一族渐近线是直线，.另一族是螺旋线 

8 求曲面 


的渐近线. 

9证明每一条曲线在它的主法线曲面上是渐近曲线 


z - xy 


10 证明在曲面 5： = /(工）+尽（》）上曲线族工=常数，）=常 
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数构成共轭网 

11 确定螺旋面 r = | 

12 找出双曲面 


* 


cz ； 1 上的曲率线. 


u cos v , usm v , 


上的曲率线 


z — axy 


b 


uv 


上的曲率线的 


13 求曲面 


+ v ) , 


2 


2 


2 


方程 


14 给出曲面上一条曲线设 r 上每一点处的副法向量和 
曲面在该点处的法向量成定角.求证 r 是一平面曲线. 

15如果一曲面的曲率线的密切平面与切平面交成定角，则 
它是平面曲线， 

16 求正螺面的主曲率， 

17 确定抛物面 

18证明在曲面上给定点处，沿相互成为直角的方向的法曲 
率之和为常数. 


{x 2 + : y 2 ) 在 （ 0,0) 点的主曲率 




a 


19证明若曲面的两族漸近曲线交于定角，则主曲率之比为 


一 常数. 


20 求证正螺面的平均曲率为零 4 

21 找出双曲面 2 ： = axy 在工二》：。的平均曲率和高斯曲 


率* 


22 证明极小曲面上的点都是双曲点或平点. 

23求证如果曲面的平均曲率为零，则渐近线构成正交网 
24在：^0之平面上取 国周 ; y = 0，（ x -6 ) 2 + 2 2 

并令其绕 Z 轴旋转得固环面，圆环面的参数方程是 

q>)cos d，（b + 

0 < 沪 <23 r ， O <0<27 r ， 求圓环面上的椭困点，双曲点和抛物点. 

25 若曲面的第一基本形式为 1 = A 2 (w ， t;)(dw 2 + dr; 2 ) 的形式, 


* 


2 


(b>a) $ 




a 


= \ (b + 


9)sin ^,asin <p \ ， 


a cos 


a cos 


:%:ca 


)sin 0 ，/( f ) 丨上存在等温网 
26 若两个曲面 S l 9 S 2 交于一条曲线 （ C )， 而且（0是&的 


■ 
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一条曲率线，则 （ C ) 也是 S 2 的曲率线的充要条件是 S , 与 s 2 沿 
曲线 （ C ) 相交成固定角. 

27证明在曲面 S 上一个双曲点 P 处，若两条渐近线都不是 

直线，则它们之中一条在尸点的挠率是另一条在 P 点的 
挽率是 -/-/ c ， 其中 K 是 S 在 P 点的高斯曲率. 

28 证明如果曲面上无抛物点，则它上面的点和球面象上的 

点是-对应的* 


求证曲面为球面或平面的充分必要条件是 h 2 二 K 
30证明曲面 r = 1 ucos 6, wsin 6 y \n w |与曲面 

I 在对应石 


29 


j 〆 cos 汐*， 


6 


u sin 


， u 


u — u 


曲面不等距等价. 

31 求曲面 


xyz 


求证曲线的切线曲面上的点都是抛物石 

33 求曲面 r = j 1 / 


32 


2 


1 上的椭圆点，抛物点和双曲 


j V 9 U 


V 


34 求曲面/■二 j t ； 

35 ’ 求曲面 f = | a ， 

k 的变化规律. 

36 求曲面 


3 


2 


+ W 上抛物点的轨迹. 

}在（0,0)点的邻域内法曲率 


» U , U 


2 


2 


V , U 


V 


I U 


2 


2 


f 在曲线 


2 


+ 


t = \ 




r 


， v , u 


V 


u — t 


,V - 


的法曲率. 

37 求曲面/ • = | 


u 2 +幻 2 !在 


1 9 V = 1 点的主方向. 

求证在两个曲面的交线 （ C ) 上点 P 的曲率是满足方程 
6 - k \ + k \ —2 务山 cos 沒（其中幻， 


U f v 9 


u — 
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2-2 


k 


sin 


k 2 分别是两个曲面在点 
p 的法曲率，是这两曲面在对应点 p 的法向量夹角）. 

39若简单曲面 r ( w , z ;) 上的所有方向都是渐近方向，则曲 

面 MW 是平面，试证之， 


40证明在曲面上任一点，每对共轭方向的法 曲率半径之和 


为当 


K 
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§4 直纹面和可展曲面 


直纹面 


(1) 主要概 念：直 纹面、直母线、导线、腰曲线， 

(2) 主要 公式： 

设直纹面上一条曲线 （ C ) 的方程为= flU )， 则直纹面的参 
数方程可 写成： 


r(u , v ) = a ( u ) + vb ( u ) ， 

其中是直母线上的单位向量.腰曲线的方程为 


( u ) 9 b " ( u ) 


b ，（ u ) 


当，丄^时，腰曲线就是导线 


可展曲面 


(1) 主要概 念:可 展曲面、曲面族的包络. 

(2) 主要公式与 命题： 

设有单参数曲 面族： 

I S a { :1^(：1：，3^，；2：，0：)二0，其中0：是参数 


它的包络 S 满足方程组 


F ( x ， y ， z ， ct ) 二0, 

F a (x 9 y 9 z , a ) = 0 f 

从方程组中消去 a ， 得具有下列形式的方程 


< p{x 9 y $ z ) =0 


这方程所表示的曲面 S * 称为判别曲面.如果曲面族中的曲面上 
都是正常点，包络 s 上的点也是正常点，则判别曲面就是包络面. 

命题1每一个可展曲面或是柱面、或是锥面，或是一条曲线 
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的切线曲面. 

命题2 —个曲面为可展曲面的充要条件是此曲面为单参数 

平面族的包络. 

命题3 —个曲面为可展曲面的充要条件是它的高斯曲率恒 


等于零 


命题4曲面上的曲线是曲率线的充分必要条件是沿此曲线 
的曲面法线构成可展曲面. 

命题 S 可展曲面可以与平面成等距对应. 

(3) 例题： 

证明螺旋线的切线曲面是可展曲面. 

证：螺旋线 （<：):;*= U COS 


bu I ， 


u , a sm u , 


= \ — a sin u , a cos u ， 


b\. 


切线曲面的方程为 


av 


r(u ,v)= 


sin u , a sin u + 


a cos u 一 


2 


2 


a 


bv 


av 


9 bu + 


cos u 


2 


2 


+ b 


a 


下面证明其为可展曲面 
方法1设 a ( w)=j 


bu I ， 


a cos u ^ a sin u ， 


b(u) — I 一 a sin u , a cos u ， 


61， 


M ， 


a sin u , a cos u , 


01 , 


a cos u , ^ <2 sin u 


根据可展曲面定义，可知它为可展曲面 

方法2由于所以曲面的高斯曲率 

一 ( b \ b , a ) 


2 


K = 


= 0 


( EG - F 2 ) 


2 


根据命题 3 可知它是可展曲面. 

方法3直接用命题1，因为曲面是曲线的切线曲面，故为可 


展曲面. 
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习题2 


2 


， 2w 3 + 


2 


4 


是可展 


1 证明曲面 


U 


UV J U 


-=rU V 


曲面 


2 证明曲面 r =| 
u + 2 z ; 丨是可展曲面. 

3 证明正螺面 r=\u 

4 证明挠曲线的主法线曲面，副法线曲面都不是可展曲面. 

5 求平面族 xcos a + 

6 求平面族+ 2之的包络. 

7证明柱面、锥面、任意空间曲线的切线曲面是可展曲面， 

= 0的曲面 S ： r - r ( u 9 w ) 是柱面 • 

9 求挠曲线的主法线曲面的腰曲线. 

10 证明可展曲面上的每一条直母线既是渐近线，又是曲率 


(u + Ty)sin 


+ (u + t；)oos 


t;,sin v 


v. 


+ M 不是可展曲面 


cos v y u sin v , av 


* 


ysm a — zsm a — 1 的包络 


证明 


线 


§5 曲面论的基本定理 


5.1 曲面的基本方程和克里斯托费尔符号 

(1) 主要概念与 公式： 

设 C 3 类曲面 S 


( w 1 fU 2 ), 


: r 




r 


dr 


dr 


r x x r 


r x x r 


2 


3 u 


3 u 


并且引人新记号 


E = 


F = = ^2 i ，G = g 22 ，EG — F 


gn 




L 一 Lu ， = 1^2' ， N = L 22 
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= S ^ + h n ^ 

J k 

J 

其中士(語 + 詻-為)， 

k 

ij = 1,2, 


ij 二 U2, 


( 1 ) 




Ui 


k 

_ E L ^ J rj 


( 2 ) 


jA 


(2) 式中的第一式称为高斯方程，第二式称为魏因加尔吞 


( Weingarten ) 方程, 


上面记号中的（沪）表示（知）的逆矩阵，即若（勸） 


芨 11 g \2 


9 det ( g ij ) = g n g 22 - g \ 2 = - F 2 ， 则 


Sn Sn 


n 


12 


G 


一 F 


1 S22 


1 8 


— gl2 


1 


g 


(^)二上 


21 


22 


g 


g\-F E 


g 


~ g \2 


gll 


g g 


t = jl ， 当 i=Ji 
「 lo ， 当内， 




y 


• 2 曲面的黎曼曲率张置和离斯-科达齐-迈因纳 


尔迪公式 


主要概念及 公式： 

设巧是曲面的克里斯托费尔符号，定义曲面的二种曲率张 


(1) 黎曼 ( Riemann ) 曲率张量1?! 


ijk 


P 


ijklp — 1^2 
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(2) 黎曼曲率张量 K 

R mijk = > : Sml^ijk > 

t 

黎曼曲率张量1?_的16个分量中只有一个是独立的，即 

Run •其余除了 R mmjk = 0， 只邮 = 0外，由关系式 


mijk 


m 9 i 9 j 9 k = 1 ^2 


R mij k ^ - R 


imjk ， 


Rmijk ^ - R 


mikj , 


Rmijk = R 


jkmi , 


^mijk ^mjki ^ ^mkij ~ 0 


约束着张量的取值. 

命题 （1) 高斯 (Gauss) 公式： 

(2) 科达齐-迈因纳尔迪 (Coddzzi- Mainardi) 公式 

du j 

定理曲面的高斯曲率是内 蕴量： 


2( 弘- L 1 ^) 


d 


-R 


1212 


K - 


8 


5.3 曲面论的基本定理 

基本定理设 


I = Edu 2 + 2 Fdwdt ； 2 + Gdv 


= X / Sa ^ 1 ^ » 

2 

L-du du J 

是两个给定的二次形式，其中 i 是正定的.若I和 n 的系数 gij m 
对称且满足高斯-科达齐-迈因纳尔迪公式，则除了空间中的 

位置差别外，惟一地存在一个曲面，以I和II分别为此曲面的第一 
和第二基本形式. 


^ Ldu + 2 Mdudv z + Ndv 2 = 
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习 


1 平面上取极坐标系时，第一基本形式为 cb 2 = dp 

试计算第二类克氏符号 

2 证明高斯曲率 K = det ( 〆 ）. 

3证明平均曲率 H = -去 （#!+ ；«$)■ 

4 求证 


d2 gmk 

3u m 3u J du'dt^ 


2 


2 


d 


d 


Sik 


8 m} 


R 


+ 


mijk 


2 Xdu'd 


k 


u 


d 


Sij 


2 (n[mj,p]-ri[mk.p]) 


d 


m 


d 


u 


u 


p 


5 对于 i ? 3 中的空间曲面来说 


K($g ik 一 S / 知） ， 


R 


Ok 


其中 K 是曲面的高斯曲率 


6 证明公式 


( 1 ) k = 壹 [(r? 丄 -(r; 2 ) + r;i 砘 + /I t 硿 - 

rlzr 2 u -( r 2 u ) 2 l ； 


d 


^)-1( 


4 


(2) X = 


3 


E 


E 


v 


(3) K = 


G 


(4) 对于 曲面上 的等温坐标网 ds 2 = A 2 ( dw 2 + di 2 ) ， 求证 

[(lnA ) B>4 + (lnA) w ]; 

(5) 对于曲面上的半测地坐标网 d / = dw 2 + Gdv 2 , 求证 

- 1 3 2 v^G 

g ~ 


- 


A 


K 二 


52 


du 2 + dv 

( u 2 + v 2 C ) 


，计算第 


7 如果曲面的第一基本形式 ds 2 = 


二类克里斯托费尔符号. 

2 2 

8 求证第一基本形式是 cU 2 = J U + 


的曲面有常高 


斯曲率. 


9 求以 £ 二 1，F = 0，G = 1，L = - l，Af = 0，iV = 0 为第一 

第二基本量的曲面 

10 证明不存在使 G = E = 1 ,F = 0 ,L = 1 ,M = 0 ,N = -1 


* 


的曲面 


§6曲面上的测地线 


1曲面上曲线的测地曲率 


(1) 主要概 念：曲 面曲线 （ c ) 在其上一点 p 处的测地曲率务 

(2) 主要命题和 公式： 


八 


k \ + k 2 g ， k s = ± 是 sin 6 9 (8 - fin )- 

命题 曲面 S 上的曲线 （ C )， 它在 P 点的测地曲率的绝对值 
等于 （ C ) 在 P 点的切平面 7 T 上的正投影曲线 （CT )的曲率. 

测地 曲率的一般计算公式 ：设猶 面曲线 （ C ):/ = 

= U 2 G ), 其中 S 是曲线的自然参数. 则有： 


k 


du du J 


dw 1 d 2 “ 


sn 


ds 


ds 




i du du ; 
iJ ds ds 


d 汉 2 d 2 u' ^ 

1 - K — 十 

心 ds 




当曲面 r == r ( tt ， i ；) 上的坐标网为正交网时 ， F = 0 .公式化简为 
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du ^d 2 v _dv 9 d 2 u _ E v / dw 

ds 7 d7 d?" 2G\ ds 

G u /du \ 2 dv O v du I dz; \ 2 一 E u jdu \ 2 dv 

G \ds I 2G ds \ ds } 2E \ d5 / ds 

E v du I dv \ 2 G u I dv 

-Edl[d^j 2E\dI 
若再令曲线的切方向与 & 的夹角为 &， k g 又可有下列计算 公式: 

dd e 


/g 


G 


k 


6 + 


e 


cos 


sin 


ds 


2E^/G 2G^E 

dd 1 3in £ 

— ~^ — COS 0 + — 1 

2 /G dv 2/£ du 

这个公式称为刘维尔 （ Liouville ) 公式. 


1 31n G 


cos 


ds 


6.2 曲面上的测地线 

( 1 ) 主要概念 ：曲面 上的测地线. 

(2) 主要命题及 公式： 

命题1曲面上非直线的曲线是测地线的充要条件是除了曲 
率为零的点外，曲线的主法线重合于曲面的法线. 

命理2过曲面上任意一点，给定一个曲面的切方向，则存在 
惟-条测地线切于此方向. 

测地线的 方程： 


d 2 u 


du 1 du J 

曲面 r =/*( w , T ；) 上的坐标网为正交网时，曲面上测地线的方程 


= 0 ， k = l f 2. 


ds 


为: 


dd 1 din E 

2/G dv 


1 d\ n G . 




COS 


sm 


ds 


du 




dt; 


- =rSlll 

/G 


ds 
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.3 曲面上的半测地坐标网 


(1) 主要概念 ：曲面 上的半 测地坐标网. 

(2) 主要 定理： 

定理 给出曲面上一条曲线，则总存在一个半测地坐标网，它 
的非测地坐标曲线族中包含给定的一条曲线. 

在半测地坐标网下，曲面的第一基本形式可以简化为 


I — ds 2 = du 2 + G( u y v)dv 2 . 


6.4 曲面上测地线的短程性 

定理 若给出曲面上充分小的邻域内两点 P 和 Q ， 则过 

Q 两点的小邻域内的测地线是连接 P 、 Q 两点上的曲面曲线中弧 
长最短的曲线. 


6.5 高斯-波涅公式 

在曲面上给出一个由6条光滑曲线段所围成的曲线多边形， 
它围成一个单连通区域 G ， 多边形是区域 G 的边缘，记为 3 G ， 设 
曲面的高斯曲率和测地曲率分别为 K 和々 g ，曲面的面积元素和弧 

长元素分别为 da , 心，则有以下高斯-波涅 （ Gauss-Bormet ) 公 


式: 


+ 2 (?r- ) 

1 = 1 


Kda + 


2k 9 




其中化是曲线多边形的第〗个外角. 

推论 1如果 aG 是一条光滑曲线，则有 

Kda + y = 2 tc. 
推论2 如果 9 G 是由测地线组成，则有 


l\ Kda+ S (r A) 


= 2丌 
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推论 3 如果 3 G 是一个测地三角形，则有 


Kda=S(A) 




其中 S ( d ) 是三内角之和. 

6.6 曲面上向置的平行移动 


(1) 主要概 念：向 量的绝对微分、向量沿曲线的平行移动（列 
维-奇维塔 ( Levi - Civita ) 平行移动）. 

(2) 主要 公式： 

设有曲面 S 上的曲线 （ C ), 在曲线上每一点 （ 处，向量 a ( t ) 

的坐标是即 


(，）= a 1 ( t ) r x + a 2 ( t ) r 2 ， 


则向量 a (0 的绝对微分 Da 


Da — rjDa 1 + r 2 Da 2 , 


1 = da 1 十 r l a ^a a du ^ ， 

Q ， P= 1 

若向量沿曲线 （ C ) 作平行移^ 1 ，则有 

2 


Da 


Da 2 = da 2 十 


da 


i 


若在曲面一点 M 处给出许多切于曲面的向量，它们沿同一 
条曲面曲线平行移动，则这些向量的长度和夹角不变. 

曲面 S 上的曲线 （ C ) 是测地线的充要条件是它的切向量在列 

维-奇维塔平行移动的意义下沿 （ C ) 是互相平行的. 

习题 2.6 


da 


1 求正交网的坐标曲线的测地曲率, 
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a cos ucos v j a cos usm v , <2 sin 上曲线 


2 证明球面 
的测地曲率 


dd sin udv 


k 


ds 


ds 


g 


其中 0 表示曲线与径线的交角. 


3 求位于半径为尺的球面上半径为 a 的圓的测地曲率. 

4 求位于正螺面 r = 1 


u cos v , u sin v , ad 上的圆柱螺线 


r = 


1 W 0 CO 


} 的测地曲率， 

5 设曲面 S 上的曲率线 （ C),(C) 上点 P 不是 S 上的抛物 
点，证明 （ c ) 在点 P 的测地曲率的绝对值等于在 s 的球面映射下 
( C ) 的像在对应点的测地曲率与 （ c ) 在 P 点的法曲率之积的绝对 


s v , u 0 sm v , av 


值. 


6 若曲面 S 


/ • Uj ) 上曲线 （ C ): 

为曲线 （ C ) 上的任意参数，试导出测地曲率々的计算公式. 


(t) 9 v = v(t) 9 t 


r 




U — u 


求证旋转面的子午线是测地线，而平行圓仅当子午线的切 
线平行于旋转轴时才是测地线. 

8 求证： 


7 


(1) 如果測地线同时为渐近线，则它是一 直线： 

(2) 如果測地线同时为曲率线，则它是一平面曲线. 

9已知曲面的第一基本形式 1 = v {Au 2 + dz ； 2 )， 证明它上面 
的測地线是平面上的抛物线. 

10 求正螺面 r =! 

11 利用刘维尔公式 证明： 

CD 平面上的测地线为 直线； 

(2) 圓柱面上的测地线为圆柱缚线. 

12 证明：若曲面上非直线的所有测地线均为平面曲线，则它 
必为曲率线. 

13如果在曲面上引入半测地坐标网. 


1 上的测地线 


u cos v , wsin v、av 


d5 2 = du 2 + G( u 9 v)dv 2 , 
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求证 


a/G 


arctarx (^/~G ) 


d 幻 • 


Lds = d 


a 


u 


14 给出曲面的第一基本形式是 dd ^ du 2 + GdW ，如果此 
曲面上的测地线与 w - 曲线的交角是 a ，求证 

da 


dv 


d 


u 


15 证明若曲面上两族测地线交于定角，则曲面是可展曲面 

16 求半径为只上的球面上测地三角形三内角之和. 

17利用高斯-波涅公式证明若曲面 S 上存在两族交于定 

角的测地线，则它的高斯曲率处处为零. 

18 若曲面 S 的高斯曲率处处小于零，则曲面 S 上不存在围 
成单连通区域的光滑闭测地线. 

19设 a ，6 是沿曲面上曲线 （ C ) 的向量场，/是定义在 （ C ) 
上的数量函数，证明下列绝对微分的运算 性质： 

) — Da + T ) b ; 


蠡 


(1) D ( 

(2) D (/ a ) - d/a + fDa ; 

(3) d ( a *&) = D 


+ 


+ a 


20 设 fl ( s )， fr ( s ) 是沿曲线 （ C):r = r ( s ) 的两个平行向量 

常数•并由此证明一点处两向量沿曲面曲线作列维 


场，证明 

-奇维塔平行移动时，它们的长度和夹角不变. 


§7常高斯曲率的曲面 


在曲面 S:r = r (w ， z;) 上建立半测地坐标网，则曲面的第一基 
本形式可简化为 


d ^ 2 十 G(u , v)dv 2 • 


当曲面的高斯曲率是正常数时， g 卩 K = const > 0 时，曲面的第 
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基本形式是 


d ^ 2 — du 2 + cos 2 \^ l ^ udu 2 ， 


它与球面有相同的第一基本形式. 

当曲面的高斯曲率是常数0,即 K = 0 时，曲面的第一基本形式是 


d^ 2 — du 2 + d 幻 2 ， 


它与平面有相同的第一基本形式. 

当曲面的高斯曲率是负常数时，即 JC = const <0时，它的第一 
基本形式是 


du 2 + cosh 2 ( \/ - Ku )dv 2 ， 


ds 


作为实例，可以构造一种负常高斯曲率曲面——伪球面.它的 


方程为 


x — a sin tcos 6 ， 


y — asm ?sin u ， 


lntan ^ + cos f L 


2 


它的高斯曲率 -4<0. 


§8 全章小结 


曲面论是经典微分几何的核心部分.这里讨论了与曲面的外 
形无关而只与它的度量有关的所谓内蕴性质，和曲面在正常点邻 
近结构的所谓曲面的外在性质.最后又给出了一个奇妙的在微分 
几何的发展历史上具有里程碑意义的高斯定理，定理 指出： 高斯曲 
率 k 是内蕴量，即它可以只由第一基本形式决定这就意味着曲 
面上的度量性质中就孕育了曲面的一些外在性质，包括曲面上一 

点邻近的结构. 

阅读和复习本章的内容可以参看如下框架图表： 
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外微分形式和活动标架 


第 


早 


§ 1外微分形式 


1*1 Grassmann 代数 


(1) 主要概念 •. 

2" 维向量空间 G( V) 、 外乘、 Grassmann 代数. 

设\^是〃维实向量空间 ，I 

G ( V ) = V G ㊉V 1 ㊉ … ㊉ 铲 ㊉ … ㊉ K ， 

， V^R ， 


1是它的一组基. 


^ I f ^2 ^ 


， e 


其中 V 0 


I S 

<■■■< 


v p = 


A €； A …八 


a 

i p i 




p 




a + 


P 


(2) 主要性质和 公式： 

命题 1 Grassmann 代数满足反交换律. 

设 ： re v 户， a v\m 


A 


(―1)、八 




X 


y 


JO 


推论设 U 6 V 1 ， 则 


A 


y - _ y !\ x 


A x — 0. 

，匕 丨是 V 的一组基，％， 


x 


命题2设1& 




，• 


_ • 


3^2， 


2 

i - 1 


(i = l ，2, …，/>)，则有 


乂 — 


CL ： 


v J 
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^1/ 


^ll 


p 


八 … A 




,1 八 


>1 A 3/ 2 A … t \ y p 二 


e ： ’ 


e ： 


e ： 


p 


1^* j < … < i 鈐 《n 






/» 


p 


是线性无关的必要和 


推论 1 V 中的一组向量力， 

充分条件是 


， 3V 


A ^2 A …八: y /0 


丨是 V 的另一组基，并且 


推论2 设 j 


， yn 


: yi ，力， 


n 


2 

j = 1 


G = l ， 2r ，.，/ z ) ydet ( a i; )#0,则有 

: Vi 八 ） 2 八 …八乂 * = det ( a 0 A e 2 八…八 

附记：如果 det(a (> ) >0, 则 V 中两组基 Ui ， G ， 

I 的定向相同•，若 det (%)< 0 , 则定向相反 • 


a #j 


e 


n 


f 和 j 


• • * 


， e n 


3^1 ， 


，：^ 


3^2 ， 


习题 3丄1 


i 是它的一组基 


1 设 V 是《维实向量空间， 


，匕 


^ 1 ， 纪 2 ， 


i 八心 A … A 〜（ 0 < p 〈 w ) •如果 V 中有一向量 t ； 满足条 

的线性组合.试证明之， 

A e 2 r ，求证： 


命 


a = e 


件 ： t A a = 0，则 

2 上題中，命 


一定是 q ， e 2 ， 


v 




P 


X A 。 ㊉…㊉ 

八 <2八…八 (27^0 


a = e 


e 


2r- 1 


= 0 


a — a 


，a 


外微分形式 


( 1 ) 主要 概念： 

坐标域 17 上的 cr - 函数环 iC ， 交换环 K 上的模 V 、外微分、 

外微分形式 、声次 外形式 (简称/>-形式）. 

(2) 主要性质和 公式： 

设坐标域 a 中点的坐标是 U 1 


2 


) ，它们的微分是 
, dx n ) . V 是以 jdi 1 ， dx 2 ，… ， d〆 | 为基底的系数属 


n 


，了 ， 


， x 


(dx 1 9 dx 2 ， 


» _ 4 
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于 [/ 上的 C 00 - 函数环 1 C 的模.然后用 V 做 Grassmann 代数 


G ( V )= V 0 ㊉V 1 ㊉ … ㊉ 卩， 

其中 V°^K,V l = V , V " = \a{x x 


2 


, x n ) dx 1 A dx 2 A A 


，工， 


2 


dx n \^K,V p = I 


) dx l A dx 2 A 


rt 


O ) 


<2，… 


iX- j 9 乂 


P 


p 


<一◊乂 


n 


P 


A H . 

定义 外微分 d : 铲 +1 为对于 o> p e , 

da { .. w ( 


_ » 4 


S 


da ) 


, x n ) dx (1 八…八 dx l p 


jt ， 


p 


p 


1 P 


n 


d x 

定义了外微分的 Grassmann 代数 （ G ( V )， c () 称为 U 上的夕卜 

微分形式代数 ，它 的元 素称为 U 上的外微分形式，其中 V 中的 
元素称为 L 7 上的/>次外形式 (或夕-形式 ）.1 -形式又称 Pfaff 形 


n 




--^- dx ' A dx * 1 八…八 dxp 


Ki t ◊ ■<* < 

1 P 


n 


式 


Cartan 引理 给出 L / 上的々个线性无关的 P f a ff 形式 / 
/ 2 ，一，/ /> (1</><«).如果在[/上另有/>个 Pfaff 形式 

，使得 


1 ， 


貧1，总2， 


，gp 


f ' 八 A +/ 2 Ag 2 + …+ 厶 Aa =0， 
则存在卩上的 CT - 函数 \ G，j = l ,2, …，声），使得 

P 

a ijfj ( ^ 

i = 1 


，/ >)， 


= 1 ，2 ， 


# « * 


其中 


CL;: = U:: 




Jt 


推论如果 t / 上存在两个 cr - 函数 / 和 g ， 满足 / Ag = o , 

则存在 t / 上另一个 cr - 函数 a 使得 g = a /, 

设 o>GG( V )， 则 

d 2 <w = d ( dco ) =0. 

Stokes 公式 设 GSR ” 中一个 p 维区域（1</><幻 ，3 G 是 
O 的边缘， V 〃 1 ， 则下列公式成立： 


Poincar ^ 弓 | 
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dco . 


(3) 实例： 

设 U 是 R 3 中的一个区域，坐标是丨 
环， V 是以 { djr ，办 ， dz 丨为基，系数属于 K " 的模. 

V° = K, 

y l = y= jp(_r ， 3/ ， z〉dz + CKd ， z)d：y + 

R ( x , y , z ) dz \, 

V 2 = i P(x 9 y ^ z)dy Adz + Q(x , z)dz A dr 十 

R(x f y 9 z)dx f \ dy \, 

V 3 = \ f ( x ^ y y z ) dxAdyAdz \ 

\ f ( x , y y z )\ = K , 

的 c 00 - 函数. 

Pdx + Qdy+ Rdz,M 

d ^ dQ 

dy d z 


t ， K 是 (T — 函数 


X ,y,z 


其中 P ， Q ， J ?，/ 都是1， 

设 Ce > € V 1 ， 


y ^ 


dQ _dp 

3 y 

dP dR 


jdjy A dz + 


dco = 


dx A dy + 


dz A dx ， 


d 


dx 


d ( do >) =0. 

=Pdy Adz + Qdz A dx + Rdx A ， 
3P 9Q t dR 


再设仏 V 2 , 


jdj ： 八 djy 八 dz ， 


dco = 


d 


d y 


d 


d ( doO = o . 

思考题:用此实例验证命题 5 和 Stokes 公式 . 


习题3丄2 


2 


设 


dx 1 A dx J , a - 


0 ，求证： do > 


i^i 


E ( 




3x dx 1 
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2 寻找 一 个 （ 72- 1) 形式 <p ， 使得 

d<p 二 da: 1 A dx 2 A *■* A dx n ， 


<p 的一般形式是什么？ 

3 设 


<p 二 yzdx + dz » 中 = zxdy + cos^djc , rj 


x 


z 


rdjy ， 计算： 

(1) <p A <p,ip f\ 7,7 A < p ； 

(2) d<p y diJ ) ^ rj . 

4 设 


sin 


{u,v)y 


y(u ,v) $ 求证 

d(x ,y) 

d{u ， V) 


x — X 


y- 


dx A dy — 


du Ad 


v . 


1.3 Frobenius 定理 


(1) 主要 概念： 

Pfaff 形式、 Pfaff 方程组、等价性、完全可积、积分曲面、 Fro _ 
benios 条件 . 

(2) 主要性质和 公式： 

给出坐标域 L 7 上的 Pfaff 形式0/(/ = 1，2，...，/0，如果存在 
C / 上的 Pfaff 形式 f k { l，k = 1,2,…，户），使得 


P 


^ = a a (o k (/ =i,2, 


，/ >)， 


* • 4 


^ - I 


则称 Pfaff 形式 o /( Z 二1，2，...，户）是满足 Frobenius 条件的，不过， 

常用的是这个条件的等价命题. 


cW =0(moda) 1 , a > 2 ， 


P 


)(Z = 1 ， 2，".，/>)♦ 


_ _ » 


， (O 


命题如果两个 Pfaff 方程组 J = 0 和 


0(/ = 1，2,…， /?) 

是等价的，并且其中一组 Pfaff 形式满足 Frobenius 条件，则另一组 
Pfaff 形式也满足 Frobenius 条件. 


7T 


Frobenius 定理 如果一组 Pfaff 形式 J Z = 1 ，2,…， />) 满足 
Frobenius 条件，则 Pfaff 方程组 o / = 0 (Z = 1，…， /?) 是完全可积的， 

下面要指出 ：一个 Pfaff 方程组等价于一个一阶偏微分方程 
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组，而 Pfaff 方程组的 Frobenius 条件就是这个等价的 一 阶偏微分 

方程组的完全可积条件. 

设是 R ” w 中的一个区域，坐标是 U 1 ， 

把 U 上的 Pfaff 方程组 a / =0 U = 1,2,…，夕)写成以下形式 

” P 

J 三2 + 2 少…（工 ， yW (1 = 1，2,…， p ) 

i = l k - 1 

其中 det (0„ + J 关0,于是我们可以从这组 Pfaff 方程解出 d/U = 
1，2,…，/>)，从而得到 Pfaff 方程组^ =0( / = 1,2,…， />) 的等价 

Pfaff 方程组 


•，工，: y 1 ，“.， y ) 我们 


n 


« » 
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ay - 2 必!（工，:^工* 

i=i 

这个 Pfaff 方程组又等价于一阶偏微分方程组 

f 

I 

(Piix.y) (i = 1,2, 


= 0 (l = U 2, …， p ) 


7 t 


d 


y 


， ti \ l 一 1 ， 2 ，**. ， p ) 

Pfaff 方程组 k ~0 (/ = 1，2，”，，/>) 的 Frobenius 条件是 


* 


dx l 


P 


dA 2 

k = \ 


k 


A 


= 0 (Z = 1，2, …， /0 (因为 7 T ，=0), 




7 T 


n 


2 却 , 3 ；) Adr f 

j = 1 

n 

^ rdx ^ A dx l + 


d?r 


d (D l 


n 


n 




p 




k = 


y = l xaar * = 1 


d w £ 


P 


k 


dx ^ A dx l = 0 


m 


因为 dr 1 八 dx ^ — d〆Adi ， 所以 


d 9i 


d ?\ 


P 


± d ^=o 

l d y 


d 


<Pj 


2 


r ^ = a ? 


dx 1 


i d y 

U，j = U 2, 

根据方程组 （* )， 它也可以写成 


k = 


k = 


， w ; Z = 1，2 ， …， 是）. 


2 


d 


d 


y 


y 


(U = l ， 2r_. ， w;Z = 1 ， 2,… ，走 ） • 


djo ' dx 1 dx 1 dx l 
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这就是一阶偏微分方程组 （*) 的完全可积条件. 


习 


3-1.3 


给出 Pfaff 形式= yzdx + zxdy 十 xydz ,先证明它满足 Fro - 

benius 条件，然后再给出 Pfaff 方程 a > = 0 的通解， 


§2 活动标架 


2.1 合同变换群 


(1) 主要 概念： 

R 3 中的合同变换、活动标架. 

(2) 主要性质和 公式： 

给出 R 3 中一个直角坐标系丨0;心 ，〜， e 3 !, R 3 中任一点 P 的 
坐标是(而 ， x 2 ，* r 3 ) ，即 


r = OP = x x e 


+ 


设合同变换 了把 P 点变成 p /点 ，后者的坐标 


) ，即 


^2 + ， 


X 


现在我们要给出合同变换下的坐标变换公式. 

设合同变换了把直角坐标系丨 O ; q , e 2 ， e 3 !变成另一个直角 

坐标系 1 o 


， 2 ，，山使得 


1 ♦ 


+ 


a 3^3 ^ 


卜2 


0 = 1 , 2 , 3 ) 

容易证 明：合 同变换： T 的坐标变换公式是 


-2 

> =1 


i G •二 1，2,3)， 
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其中系数矩阵 u, ; ) 是正交矩阵，即 


a ik ~ 

1-1 

0，当 j 关々， 

1,当 j =是， 

A— det(a (> ) = ± 1. 

注意: 合同变换的坐标变换公式中的系数，完全由直角坐标系 

，， 3 1所确定，因此， R 3 中的合同变换和直角坐标系是 

一一 对应的 ，一 个直角坐标系确定一个合同变换.我们把直角坐标 
系称为标架，变动的直角坐标系称为活动标架. 

命题 R 3 中的全体合同变换或全体标架构成一个群，称为合 
同变换群. 


2 

1 = 1 


(j，k = 1 , 2 , 3 ) ， 


d 3 idki 




O 


;C 1 ，杉 


2.2 活动标架 


设活动标架丨|* ; ^，匕，^丨变动时光滑地依赖于/>个参数 （0 

<夕<6)，则 


\r = r { u x ， w 2 ，."， m 6 ); c , = € { { u x ， u 2 ，…， u 6 ) (i ~ 1,2,3)} 


称为参数活动标架. 

计算/> - 参数活动标架 \ r ；€ { , e 2 f e 3 \ 的无穷小位移 


> : a ) 1 (u jdu ) 

I = 1 


dr 


， 


^( Q J i(u f du ) e J , 

其中系数 ft / 和都是参数（^， 1/ 2 ，〜，/)的 Pfaff 形式，称为活 

动标架的相对分置. 

e ,=\ ，把此式外微分以后，得到 

1,2,3). 


d ( = 


因为 




< o ) =0 ( i，j 


所以⑴ } 二 0>2 _ 出3 


= 0,并且 
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相对分量中只有六个是独立的，这与合同变换的系数或活动标架 
的参数只有六个是独立的这一事实是一致的. 

活动标架丨/^^^^^丨的无穷小位移实际上就是活动标架的 

微分方程，系数是相对分量.这组微分方程是否完全可积呢？必须 

讨论它的可积条件，即 Frobenius 条件 d ( dr ) = 0 和 d(de, ) = 

1,2,3). 于是我们得到了活动标架 | r ；^^ 2 ,^ 3 t 的结构 方程： 


2 

i = 1 


do/ 二 


A - 1,2,3), 


! = y , gj ? A ( i)j 

k-\ 


j = 1,2,3) 


2.3 活动标架法 

(1) 主要 思想： 

中的合同变换群是全体活动标架所组成的群.给出一个带 
有 P 个参数的几何图形 .（ 实例 ：曲线 C:r = r ( s ), 是单参 图形； 曲 

= r ( n ) 是双参图形 .） 设法使图形的每一个点对应一个 
标架，则这个几何图形就转换成参数活动标架，于是，这个 
参数活动标架的无穷小位移就变成了所研究图形的微分方程 
于是图形的研究重点就变成了去计算-参数活动标架的相对分 
量，再计算这组相对分量应满足的结构方程，使得微分方程完全可 
积.因此，我们所研究的几何图形的微分性质，完全由它所对应的活 
动标架的无穷小位移的相对分量和它们所满足的结构方程所确定 
这就是法国数学家 E.Cartan 所创造的活动标架法的主要思想. 

(2) 活动标架法的计算 步骤： 

第一步:寻找与所研究的几何图形-对应的 />- 参数伏雷 

内活动标架 | ， e 3 丨. 

第二步 :计算 />- 参数活动标架的无穷小位移.从而确定活动 
标架的相对分量 cu \^( z*,j = l ,2,3). 


IN 


ms 


p 一 
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第三 步:计 算活动标架的相对分量应满足的结构方程 


2 co J A O)] , 

j = l 


U = l，2,3)， 


J l 一 

aaj 一 


卜 2 


(i = 1 , 2 , 3 ) 


(3) 实例 •• 

研究空间曲线的几何 性质： 

第一步:寻找与空间曲线 C ： r - r(s) —一 对应的单参数活动标 
架.它就是空间曲线的伏雷内 标架： jr( 5 ) ;ei G)，e 2 (^4 3 G) 丨： 


de x 


dr 


ds 


1 ds^ 


d ei ， 




第二 步:计 算伏雷内标架的无穷小位移 


dr 二 


de { 


0 ) 


de 


e 


a ) 2 


de 


因为 dr = 心心，所以 J = ch， 


二 0 .因为 dh = 


de { 


ch， 所以 a )]= —=0 .命 


ds 


2 ^ ^ ( 5 )d^ ， 


二 z(s)ds 


我们得到了伏雷内方程 


dr 二 e x ds , 


de x 


k(s) 


ds 


d 杉 


— 是 （ 5)心 


⑴ ， 


ds 


de 


^ v(s)e 


ds 
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所以，空间曲线的活动标架的无穷小位移实际上就是伏雷内方程. 

第三步 :再计 算相对分量所应满足的结构方程.由于相对分量 
都是单参 Pfaff 形式.它们的外微分等于零，即 do / =0, d <: 

= 0,因此与空间曲线相对应的单参活动标架没有结构方程，换言 
之，伏雷内方程是完全可积的，也就 是说： 给出了空间曲线 C 的曲 
率 々 G ) 和挠率 rG )， 伏雷内方程是完全可积的，通过积分确定了 
活动标架|?*0) ; ^0)，^( 5 )，6 3 ( 5 )|.自然也就确定了曲线的方 

程 r ~ r ( s ). 


§3用活动标架法研究曲面 


主要计算和主要 公式: 
给出曲面 S 


: r = r ( W ， r ) ，我们选取正交坐标网，则有 

I = d ? =drdr = £ dw 2 + Gdv 2 9 

对应的双参活动标架是 q , e 2 , e 3 \. 


其中 


E^r u ^r u9 F 




与曲面 S 






€ 


~ ^1 x e 2 . 


€ 


Ve 9 




先计算活动标架 { r ;^^ 2 , e 3 { 的无穷小位移, 


du + r v dv . 


co e 


所以 


1 = ^fKdu y CO 


~ ^/~Gdv f co 

I=(a /) 2 + U 2 ) 

再计算相对分量 o/U = l ，2,3) 的结构方程 


= 0, 


2 




d ( 0 ^ = O ) 1 A a >2 ^ ( O 2 A 


= 0 , 


根据 Cartan 引理， 


(u ^ v ) co x + 6( w , v ) d ) 2 f 

⑴ 2 ^ b(u ^ v ) O ) 1 + c(u f v ) O ) 2 . 
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曲面的第二基本形式是 


Ldu 2 +2Mdudv + Ndv\ 

1 2 \ 

(<o l + to 2 e 2 ) * ^3 e 2 / 

2 3 

O ) ( i ) 2 


II = - dr m dn = - dr # dc 3 




一 dr # dc 3 = 一 


—CO 0 )y 

a ( ⑴ 1 ) 2 + 2,bo) 1 a) 2 + c( a) 2 ) 




所以 


N 


M 


L 


J — 

o — 


G ， 


a 一 E ， 


Veg j 

Ldu + Mdv 


Mdu + Ndv 


3 


⑴ 2 — 


a>i — 




VE 


da) 2 ― o) 1 A (o\ 


dew 1 — Cm) 1 A a>2 ， 


命 ( i )\ = g x {u ^ v )( o X + g 2 (u , v )( i ) 2 ，从上两式容易证明 


2 


da> 


dco 


Si - 


g \ — 


2 * 


1 A 


2 ， 


1 A 


CO 


0 ) 


CO 


0 ) 


所以 


2 


da ) 


da> 


2 


0 ) 


2 


A 


A 


0 ) 


( Jt ) 


a > 


(O 


= ，于是得到 

( E^du - G u dv ). 


2 


1 =/£ dw , 


注意 


O ) 


0 ) 


2 — 


Ct ) i — 


2 /EG 


曲面的法曲率是 


2 


a (( o l ) 2 + 2 baj l co 2 + c {( o 2 ) 

( a / )2 + ( co 2 ) 2 




n 


曲面的主曲率是怂的极值，所以满足极值条件 


ba ) 1 + co ) 


+ ba ) 


aw 


k - 


2 


0 ) 


(O 


所以主曲率 幻和々 2 是下列二次方程的根 

(a ^ k)(c — k ) — b 2 =0 


2 


LN-M 


2 


曲面的高斯曲率 K = krk 2 ^ ac-b 


EG 
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a + c LG 十 NE 


曲面的平均曲率 +々 2 ) 




2 


2 


2 EG 


如果我们在曲面 S 上选取曲率线网，则 

6 = M = 0, 


k x = a 9 k 


— c , 

= k x (( o 1 ) 2 + k 2 ( co 2 ) 2 . 


2 


如果 G 是曲面 S 上的单连通区域， G 的边缘是一条光滑 
的闭曲线，则有高斯-波涅公式 


Kay 1 A a> 2 + 


k g ds = 2 k ， 


G 


so 


其中心 是 G 的边缘 aG 的测地曲率. 

如果 s 是单连通的闭曲面，则有 


Ka > 1 A a ) 2 = 4 tc 


s 


如果 3G 是逐段光滑的，它在非光滑点处的内角为 ^ G •二1， 

2, •• •，/ >) ，则高斯-波涅公式应为 

J G J 3G — 

如果 aG 是测地多边形，则心= 0,所以 

2 ( 丌- ^1 ) =2兀. 


Kaj X A o> 2 + 


X )(丌- a i )= 2 n 


Ko ) 1 A a > 2 十 


G 


习题 3.3 


1 设曲面的第一基本形式是 I = ch 2 = £d，+ Gdz; 2 , 计算相 
对分量和高斯曲率 K， 特别地，如果 

du 2 + dv 

[1 - ( u 2 + v 2 )] 


2 


du 2 + dt; 


2 


1 = 4 


或 1 = 


2 


V 


求证： 1C 


2 设曲面的第一基本形式是 \=[ u ( u ) + V ( v)](du 

dt/ 2 )， 计算相对分量 w ? 和高斯曲率 K . 

3设曲面的第一基本形式是 


2 
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2 


du 2 — 4vdudv + 4udv 

- __ _- 2 I ， ■■ 

4{u v ) 

i 和高斯曲率 K 


( u 7 > v 2 ). 


计 算：相 对分量 

设曲面域 G 中高斯曲率 iC <0, 则 G 中任意两条测地线 


3 


，⑴2 * 山3 


4 


不能相交. 

5 曲面域 A 是一个四边形，它的四个顶点 P , U = 1，2,3,4) 
处的内角分别为，求 证： 


Kco 1 A a > 2 + 


k g ds = Z! + Z 2 + “ 十 Z 4 — 2tc 


4 


A 


3A 


6 把定向（非单连通）闭曲面 S 剖分成若干个四边形，使得 
每一顶点周围各有4个四边形，求证： 


Kw 1 f \ co 2 =Q 


S 


7设 p 是定义在一个定向闭曲面 S 上的 Pfaff 形式，求证 

J s . 

设曲面的第一基本形式是 I =£ du 2 + 2 Fd w du + Gdv \ 

dv t 求证： 


F 


命 = v^Ed 


u 


Ve 


I = ( O ) 1 ) 2 + (⑴ 2 ) 

9 设是曲面的第一基本量，作 

孑 u , u )， 命是新参数 


2 


曲面的参数变换 w - u(u 9 V) 9 V = 


) 


表示的第一基本量，求证 


10设 u ， t ；) 是曲面 s 上的曲率线网，它的第一基本形式是 
I = Edw 2 + Gdt ; 2 , 主曲率分别为幻和是 2 ,试用£：，0，是"是 2 来计 


算相对分量 cr / ， o > 2 ， ca 〗 ，和 . 
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第四章整体微分几何初步 


§1平面曲线的整体性质 


1.1 旋转数 


(1) 主要 概念： 

逐段光滑的平面曲线、角点、正常点、正规曲线•平面正规闭曲 
线的周期、简单曲线、切映射、旋转数. 

(2) 主要性质和 公式： 

给出平面曲线 （ C ): 

它的曲率是 


it) - (x(t) f y(t)) 


r = r 


土夕一 y £ 

( x 2 +/) T * 

设 <9 是 X 轴的正向与曲线 （ c ) 在点 rU ) 的切线的夹角，则 

吣)|砮. 

设 （ C ) 是逐段光滑的正规闭曲线，定义它的旋转数是 

j 亡 0 j = 1 

- 1) 处的外角 


Ht) = 


d 没 




dt 


其中 otj 是 ( C ) 的角点 r ( aj ) …， 

1 ) ~ d{a j )= 




dr 


e( 


k(t) dt 


dt 
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dr 


dt + 9 ^ 2 ^- 

J=0 

旋转数定理 如果 （ c ) 为平面上正规的、简单的闭曲线，则它 

的旋转数 72 C = 土 1. 


S ku) 


dt 




习 


1 设曲线 （ C ) 是由直线段与两条半径为2的圆弧构成的图 
形，计算它的旋转数. 

2 给出平面曲线 （ C ): xU ) 二 cos ^ yU ) 

27 T ) ，计算它的旋转数. 




sin 


1.2 凸曲线 


(1) 主要 概念： 

凸曲线. 

(2) 主要 性质： 

引理 设 （ C) : r = 是平 面上 简单的、正规 

的、闭凸曲线.如果存在一对自然参数 51 和&使得 e ( s '、= d ( s 2 h 

则 （ c ) 在[^，&]上的部分是直线段. 

推论 平面上简单的、正规的、闭凸曲线的旋转角 0(5) 是单 


调的 


凸曲线的判定定理 平面上简单的、正规的闭曲线是凸的必 
要和充分条件 是：曲 率函数 AU ) 不变号. 


习题 4.1 


设曲线 （ C ) 是平面上一条闭的凸曲线.如果直线 U ) 交 （ C ) 于 
三点，则连接这些点的直线段属于曲线 （ C ), 因此，平面上凸闭曲 
线的曲率 k ^ O 时，一条直线最多与它交于两点，试证明之. 
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1.3 等周不等式 


主要 公式： 

等周不等式 ：设平 面曲线 （ C ) 是周长为 L 的简单的、正规闭 
曲线、 A 是 （ C ) 所包围区域的面积.则有 

L 2 >4ttA, 

其中等号当且仅当 （ C ) 是圆周时成立. 


习 


1-3 


1 设平面简单闭曲线的周长为6 
这条曲线是否存在？ 

2设 （ C ) 是平面简单闭曲线，长为 L ， 曲率々 满足0<«丄 

r 

( T 是常数）*求证： . 

3设^是直线段， （ C ) 是通过 A 、 B 两点的长度为 L 的简单 
曲线，求证 ：（ C ) 是圆弧时，它与 M 包围的面积最大. 

四顶点定理 


所包围的面积是 


cm ， 


3 


cm ， 


% 


(1) 主要 概念： 

卵形线、顶点. 

(2) 主要 性质： 

四顶点定 理:一 条卵形线至少有四个顶点. 

习题 4.1.4 


如果平面曲线 （ C ) 是卵形线，是切向量，则至少存在四 


备、 ，使得 a//a 


如果略去闭的条件，则四顶点定理不成立，用抛物线 x ( f ) 
= t , y { t ) = 作为反例加以证明 

3 求平面上的椭 


2 


% 


⑴ 


= 6 sin t (0</< 
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2 tt ) 的顶点坐标 


等宽曲线 


(1) 主要 概念： 

相对点、等宽曲线 . 

(2) 主要 性质： 

等宽曲线 定理： 如果平面曲线 （ C ) 是等宽的卵形线，宽度为 
，则 （ C ) 的长度是 


XV7Z. 


习 


2 


1 设曲线 （ C ) 是等宽卵形线，求 证：连 接相对点的直线与相 

对点的切线正交. 

2 设曲线 （ C ) 是等宽卵形线，求 证：相 对点处曲率半径之和 


是常量. 


1.6 平面曲线上的 Crofton 公式 


(1) 主要 公式： 

设平面上直线的方程是 


d + jysin 0 — /= 0 . 

则平面上全体直线/所组成的空间的参数为 （/> ，幻. 

Crofton 公式 平面上与 （ C ) 相交的直线集为 

U = {/ ： /f| (c)^ 0}. 

设直线 Z 与 （ C ) 相交于 n (/) 个点，则有公式 


XCOS 


(l)dpAdd = 2L f 
其中 d /> Ad 0 是集 U 的面积元素， L 是曲线 （ C ) 的长度. 


习题 


设平面曲线 （ C ) 是闭凸曲线，曲线所包围的面积为 A ， 用 a 表 
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示直线 / 上的弦长，证明 


adp A dd — ttA . 


0 


§2 空间曲线的整体性质 


2.1 Fenchel 定理 

(1) 主要 概念： 

空间曲线的切映射、全曲率. 

(2) 主要性质和 公式： 

Fenchel 定理： 对于一条空间简单的、正规的闭曲线 （ C ): 

[0， L ]， 设它的曲率为 d )， 则它的全曲率为 

k ( 5 )d.V^27T, 

Jo 

其中等号当且仅当 （ C ) 是平面简单、正规、凸闭曲线时成立. 

推论设 （ C ) 是逐段正规的，它的每一角点的外角是$ (> 

=1，2,…，々），则有 


r 




k 


k(s)ds + 2 

J 0 )=1 


习题 4.2.1 

= r ( s ) 是空间曲线，设 0 < k ( s )4 

I\ 


1命⑹ 

求证 ：曲线 （ c ) 的长度至少是 27 d ?. 

2考虑一条由三条半径为2的围弧围成的逐段光滑的平面 
正规非凸曲线 （ C )， 计算它的全曲率. 

= lacos d.bsin d \ (O<0<2n ， a ， 6>0 )， 来验证 


(R>0) 


3 用椭 
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Fenchel 定理 


证明：空间正规闭曲线的切映射的象不可能在同一个半球 


4 


面内 . 


2.2 球面上的 Crofton 公式 


(1) 主要 概念： 

球面上定向大圆的极点、球面上的定向大圆集的测度. 

(2) 主要性质和 公式： 

球面上的 Crofton 公式设 W 是球面 S 上的定向大圆 W 

的极点 .（ C ) 是 S 上的一条曲线，命 

U = \ wes \ w ± r \( c )^ 0 \ 


则有 


72( W ) dA =4 L , 


其中 n ( W ) 是定向大圆与曲线 （ C ) 相交点的个数， dA 是极点 
所构成的子集的面积元素. 


习 


4^2.2 


1 设 （ C ) 是单位球面 S 上的大圆 

r = |cos 沒 ， sin d ,0 [ (0^^^2 rr ). 

用它来验证 Crofton 公式的正确性， 

2 用球面上的 Crofton 公式验证 Fenchel 定理. 


3 Fary - Milnor 定理 


(1) 主要 概念： 

打结的和不打结的空 间曲线，打结的又称为 挠的. 

(2) 主要性质和 公式： 

Fary - Milnor 定理: 设曲线 （ C ) 

条打结的、简单的、正规挠闭曲线，则它的全曲率 


( s ) (0< s < L ) 是一 
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k (s)ds^4iz 


闭曲线的全挠率 


2 


# 


(1) 主要 概念： 

给出一条空间曲线 （ C ): 
烧率，则 （ C ) 的全挠率是 


( s ) ( O ^ s^L ) , r ( s ) 是它的 


( s ) 


( s ) ds . 


(2) 主要 性质： 

定理球面上的正规闭曲线的全挠率为 0. 


习 


4.2-4 


1 证明 ：对于 球面上任意闭曲线有 

J {c) k(s) as 

其中 r ( s ) 是曲线的饶率，是曲线的曲率. 


§3曲面的整体性质 


3-1 曲面的整体定义 

主要概念： 

简单曲面、 C * 类曲面、坐标域、坐标函数、图册， 

注 意：以 前我们所研究的曲面，只是曲面的局部，即—个曲面 
片(坐标域），在其上我们可以定义曲纹坐标，写出曲面片的坐标表 
达式，然后用分析的方法加以研究.这样的研究所得到的性质，只 
是曲面的局部性质•要得到曲面的整体性质，就必须把每一个曲面 
片上的局部性质“粘”起来.粘合的办法就是建立粘合部分的坐标 
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变换.把一个曲面片上的坐标转换成另一个被粘合的曲面片上的 
坐标. C 类就是表示粘合的光滑程度.如果一个坐标域上的几何 
性质，经过坐标变换后保持不变，就转换成另一个坐标域上的几何 
性质.所以，经过坐标变换后保持不变的几何性质就是曲面的整体 


性质 


3.2 曲面的一般性质 


(1) 主要 概念： 

曲面的定向 性：如 果曲面的坐标域之间的坐标变换的 Jacobi 

行列式恒大于零，这时，我们 说：曲 面是可定向的.显然，定向性是 
曲面的整体性质. 

曲面的紧致性 :如果 曲面的任何一个坐标图册，都可以只包括 
有限个坐标域，则这种特殊的曲面称为紧致曲面. 

等价定 义:① 曲面的任何一个开覆盖，都有有限的子覆盖. 

②曲面是紧致的当且仅当它是 R 3 中的有界闭集. 

曲面的连 通性: R 3 中的曲面是连通的，如果它是 R 3 中的连通 
子集.即不能表示成互不相交的开子集的并集. 

(2) 主要 性质： 

定理1设 M 是 R 3 中的紧致曲面，则存在一点 P 6 M 使得 
M 在这一点的高斯曲率 K(P)>0. 

推论1在 R 3 中不可能存在 iC <0 处处成立的紧致曲面. 
推论2在 R 3 中不可能存在紧致的极小曲面. 

定理2 R 3 中的曲面是连通的必要和充分条件 是：它 是弧连 
通的•即对于曲面上任意两点，总存在曲面上联结它们的连续曲 


线 


3.3 卵形面 

a 

(1) 主要 概念： 

凸曲面、卵形面、 Weihgarten 曲面，椭圆型的 W -曲面•曲面 
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的刚性(经过等距变换后保持不变的曲面的性质），无边缘曲面(如 
果曲面的每一个坐标域都包含在曲面内，则这种曲面称为无边缘 


曲面) 


(2) 主要性质和 公式： 

Hadamard 定理设 M 是 R 3 中定向、紧致、无边缘的凸曲面， 
则高斯映射是 一一 的和在上的. 

推论卵形面一定在它每一点的切平面的同 一侧. 

注意: 推论的逆命题不成立.例如；椭圆拋物面. 

引理如果紧致、连通曲面的每一点都是脐点，则此曲面是球 


面 


推论1紧致的、凸的常平均曲率曲面是球面. 

推论2紧致的、凸的常高斯曲率曲面是球面. 

Minkowski 积分公式设 Af 是 R 3 中的紧致曲面，它的高斯 

曲率是 K ，平均曲率是若函数 f ( P ) 是原点到曲面上 P 点的 
切平面的距离，则有下列积分公式 

dA + 


pHdA =0, 


HdA + 


pKdA = 0 


Cohn _ Vossen 定理 


两个卵形面之间如果存在一个保长映 


射，则这个映射一定是 R 3 中的合同或对称 


定理给出单位球面 S 和两个卵形面 M 和 JVT ， 考虑高斯映 
射 n : M—S 和如果 


[广 1 ⑴]， V 托 S ， 


则 m 和 ivr 合同或对称 


习题 4.3.3 

下面的一系列习题是把等宽曲线的概念和性质推广到曲面 

上，设 Af 是卵形面. 
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1 如果点 PGM ， 求证 :存在 M 上惟-点 P ， 使得 P 和 P 

的切平面互相平行. 

设 P 和 P 是 M 上具有第1题性质的一对点，这两点的切 
平面之间的距离为 d . 如果对于 VP € M ， d 是常数，则这个曲面 

称为等宽曲面 .求证 :等宽 曲面的相对点 P 和 P 的连线是 JVT 在 P 

点或 P 点的法线. 

3 求证 ：等宽 曲面的相对点 P 和 P 的主方向互相平行. 

4 设 P 和 P 是等宽曲面 M 上的一对相对点，^是 P 点处的 

主方向，对应的主曲率是 h ，/^是戸点的主方向，对应的主曲率是 


2 


是与 P 点无关的常数. 


k x ，求证 


5 对于等宽曲面 M ， 求证 


HdA = 2 izd ， 


其中 d 是相对点 P 和尸的切平面之间的距 


m 


響 


3.4 完备曲面 


(1) 主要 概念： 

指数映射、测地完备曲面、曲面上的距离、完备曲面. 

(2) 主要 性质： 

定理 如果曲面是测地完备的，则对于 M 上任意两点 P 和 
Q ， 连接 P 和 Q 的长度最短的曲线是测地线. 

- Rinow 定理对于曲面 M 来说，下面三条件是等价 


的: 


① M 是完备度量 空间； 

② M 是测地完备的 曲面； 

( DM 的每一个有界子集的闭包是紧致的. 
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§4 紧致曲面的高 斯-波 涅公式 

和欧拉示性数 


1紧致曲面的三角剖分 


主要 概念： 

曲面上的三角形、曲面的三角剖分、曲面剖分后三角形的定 


向 


4.2 紧致曲面的欧拉示性数 

紧致曲面 M 三角剖分后，所有的三角形构成一个多面体.设 

此多面体的面数（即三角形的数目）为 F , 棱数为£，顶点数为 V ， 
则定义紧致曲面 Af 的欧拉示性数为 

X ( M ) = F - E + V . 

注意:用高斯-波涅公式可以证明 ：紧致 曲面的欧拉示性数与 
三角剖分无关. 

4.3 紧致定向曲面的亏格 

(1) 主要 概念： 

亏格 ( Gerus ) 

(2) 主要 性质： 

命题 亏格数为 g 的紧致曲面的欧拉示性数是 

4. 4 紧致曲面的高斯-波涅公式 


主要 公式: 
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高斯-波涅公式设 M 是 R 3 中的紧致曲面，则有 

KdA = 2 丌尤 （ M) • 

J M 

推论设 Af 是亏格数 g 的紧致曲面，则有 

KdA=47r(l-^). 


Af 


紧致曲面上的向最场 


4 


(1) 主要 概念： 

紧致曲面的光滑 向量场 、向量场的奇点和孤立奇点、向量场孤 
立奇点的指标. 

(2) 主要 公式： 

给出 R 3 中的曲面 JVf ， 在它的一个坐标域内，曲面的方程 
是/• = !•(«，!；），则在喊内向量场 W 的坐标表示是 

W(P) = a(u ,v)r u + b(u t v)r v . 

对于另一个坐标域，曲纹坐标是（[，^)，则在 a /, n % 上有坐 
标变换 


-u(u,v) y 


= v(u,v)y 


u 


V 


d(u ， v) 


而且 


判， 


W(P) = a(u f v)r u + b(u 9 v)r 

(u jv)r u +b(u ， v)r 


一 Cl 


然而 


dv 


du 


3 u 


d 


V 


r 


du ， 


du 


d 


d 


V 


V 


所以 


3 u 


d 


u 


a(u ^v) ^ a(u jv) 


+ b(u 9 v) 


d 


dv ’ 


u 


3 


d 


V 


b{u jv) = a{u j v)^~ + b(u 9 v)^~- 


9 


d 


u 


V 
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设 v 是紧致曲面 jvr 上的一向量场 ，_ p 是它的孤立奇点， （ c ) 
是 m 上围绕 p 点的一条简单的、闭的，逐段光滑的曲线，使得它 
包围的曲面域 G 内除了 P 点以外没有 V 的其它奇点.再设 A 是 
G 中没有奇点的单位向量场，则定义 V 在奇点 P 处的指标为 

S ( ZU , V ))， 

其中 S ( Z ( A , V )) 表示有向角 Z ( A ， V ) 沿曲线 （ C ) 的变化. 

注 意:上 述定义与曲线 （ C ) 和向量场 A 的选择无关. 

命 M 是 R 3 中的紧致曲面， V 是定义在 Af 上，仅有有限个孤 
立奇点的向量场，则 V 的总指标定义为 

/( V ) = Epi P ( V ). 

命题如果 V 和 W 是定义在紧致曲面 m 上的仅有有限个 
奇点的向量场，则 


i P (V) 




2丌 


/( V )-/( W ). 

定理设 M 是 R 3 中的紧致曲面， V 是 M 上一个仅有有限个 
奇点的向量场，则 


/( V )- % ( M ). 


习题 


1如果 R 3 的紧致曲面的高斯曲率 K >0, 则它的亏格为零. 

2设 M 是一个紧致曲面， 求证： Af 的亏格为1，当且仅当 M 

上存在不带奇点 的向量场. 
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部分解题指导与答案 
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线论 


第-章 


III 


习题 


1证明：设 m ( t ) - 丨是常向量， 

t^[a , b ] ，任取 tda ， b )， 


(t + ™ m ( t ) 


(O-Ii 


iiil 


At 


△f —^0 


( t + At ) - m 2 ( t ) 


7/1^1+ At )~ - m x it ) 


m 


2 


lim 


2 


At 


At 




(t + At )^ m 3 ( t ) 


m 


3 


A ? 


= 0^! + 0e 2 + 0e 3 = 


rii 


或由 mG ) 是常向量，故是常函数，其 
微商为零，命题得证. 

• ㈣ 4( 淄 )4 Ur ⑴） 

= -微⑴+ 

_ p { t ) r ( t )- p { t ) r { t ) 


cU 


U ) 


2 


P 


3 证 明：设 rU ) 在 U , 6] 上定义，且对于任一有 
r '( O =0, 则 r (0 是[心6]上的常向量.因此在（^，6)上有任意阶 

微商，且都是0.即 


r ( t ) — r \ t ) = 

于是 fQ + AO 有泰勒展开式 


⑴ 


* • * 


LTJ 
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(t +At) — r(t) + A//^ ⑴十 5 (A/) 2 r 〃⑴ + … + ― =(A^ )V U) ⑴ + … 

z! n ! 

=r(f) +0-A? + ^tO*(A?) 


( A 0 W 


+ 


+ 


+ 


»»• 




« ♦ • 


n 


r(f), 


所以在 f 的邻域中 r ( f ) 是常向量.考虑到 f G [a ,6] 的任意性，贝 lj 
r ( r ) 在 [ a ,6] 上是常向量. 

4 证明： 必要性设 r (〖）= AUMe 为常单位向量），则 

r { t )^ y ( t ) e t 

r ⑴ X ，⑴二 0. 

充分性设 r ( f ) = A ( f ) eO )( eO ) 为单位向量函数），则 

r'(t) = X f (t)e(t) + X(t)e'(t) , 

r(t)x r(t) = X 2 (t)[e(t)x e^t)]. 

因为 r ( r )#0, 于是义（£)关0当从而有 

e(t) x e'it) = 0 , 

即因为 丄 〆 （/)( 根据 | e U )| =1), 因此 e ' it ) 
0,即 e (0 为常向量，所以 


所以 




r{t) = X(t)e(t) 


有固定方向. 


5 证明：必要性设固定平面； T 的单位法向量为 《. 依题意 
r ( f ) 丄#1，则 r (^ hn =0 .从而 


/ (t)^n = 0 9 


(t) 


U ) ， 〆 （，），/•〃({)均与 n 垂直，所以 （ r Q ) ， 〆 （£)， 〆 （；）) 

充分性由已知，以〖），，（〖），，(〖）共面,若 


r(t) X r(t) 




则由 r ( f ) 关0可知 r ( d 有固定方向（上 题） ，所以 r ( r ) 平行于固 
定平面. 


若以^) x r 〃（£)^0, 则由 r (0， r / U )， r "(0 共面可知 
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(t) - X(t)r(t) + /u(t)r f (t), 


记 n{t) = r(t) x 〆 （，）， 则 

n {t) = r(t) x r\t) = p.{t)r{t) x r' (t) — 


从而有 


n(t)x#T(f)=0 , 但 n(t)9^0. 

因此 》 iU) 有固定方向（上题） . 又 rO) 丄 /*U) ， 所以 rU ) 平行于 
固定平面 . 


(1) __ [ar=o ， 


，所以 


(2 ) 由于 r(t) 


e 2 + a 








€ 


a 


+ a 3 e 3 ]dt 


[ a ^ + 


(t)= r(t)dt 


a 2 e 2 


0 


0 


(a x t + Ci)e v + (a 2 t + c 2 )e 2 + (a 3 t + c 3 )c 


2 


(3) r(0 = 




2 


(4) 设 r{t) = Aj {t)e l + k 2 (t)e 2 + A 3 (f)e 3 , 由 r(t) = ar(t) 


可得 


A A / 2 (/) = aA 2 (0, X\(t) = aX 3 (t) 

解上述三个常微分方程，得 

又1 ( ^)= 

所以其中 C 为常向量 . 

7 设平面上的向量 函数： r(f)= | cos t , sin 山取 

= ，有 


at 


又 2 ( 尤） ~ 


ai 


又 3(,) = e C3, 


at 


e c x ， 


e c 2 ， 




a — 


2 


(b) - r(a) = r(^) - r(- j3) 

=I cos 芦 ， sin _ jcos (— /?) ， sin( — /?) 1 

=|0,2sin /?[ 5 

= 1 - 


但是 


! 


e 




sin 
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若有 


r ( b ) - r ( a ) = r(^)(b ~ a ), 
j0,2sin /?J = j - sin $，cos 芒! # 2/?, 


则有 


( 1 ) 


sin $ = 0， 
sin /?= /?cos $. 


即有 


( 2 ) 


由 （1) 及 -/? 〈芒 </?，得 $ 二 0.(2) 式为 sin /?=/?，这是不可能的 


习题 1-2 


1 由 〆 （？） = | — 


11得 


sin t , cos t ， 


所以曲线是正则曲线. 


cos t — 1^ 


令 


解出？=0,则对应于点（1，0,0)有？ = 0,所以 

〆 (()）= {0,1, 11, 

则曲线在(1，0,0)点（即£=0点）的切线方程为 

—y 一 0 


= 0 , 


sm t 


: c — 1 


— 0 


z 


0 


或 


^ e t + Xe 2 + Ac 


3 


法面方程为 


(p - K 0)). r :(0) =0， 

{x - 1)0 + -0)1 + (z -0)1 = 0, 

y + z = 0, 

r(t)= \at,bt 2 ,ct 3 \, 

r{t) = \a,2bt,3ct 2 1 . 


所以，切线方程为 


~ r(t^) = Xr(t 0 ), 

一 bt 


z ^ ct 


0 


0 


0 


2 bt 


a 


o 


法面方程为 
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[/> 一 r (、）]• 〆 （〜）= 0, 


)*3c^o = 0, 


(x - at 0 ) 9 a + (y - bt 2 0 、.2 bt Q + (z 

- ( a 2 t 0 +2 b 2 tl + 3 c 2 4) 二 0, 


即 


—ct 


0 


2 


+ Ibt^y + 3ct 

r / (t) = sin3t\ 一 si 
I 〆 （ f ) 1 2 = (3 cos 3 1 cos t — sin 3 /sin t ) 


z 


ax 


o 


0 l + 3 oos 3? joos t ，sin f ，0} ， 


3 


2 


+ (3 cos 3 ^sin t + sin 3 ^cos t ) 

= 8 cos 2 3 1 + 1 >0. 


故对 / GR ， rU ) 是正则曲线. 


以 f =吞代入切线方程 p = r { t ) + kr { t ) / i % 


3 


-3 — 3 v ^3 


= |0,0,0| + A 


，0 ， 


All ， 乃， 01 ( AGR ) 


2 


z 


x y 


或 


0 




e \. 


x {6) = \ - d 

r \( d )\ 2 =2- sm 2 d ^, 

t (沒)是正则曲线，它在彡处的切线方程为 

Pt- 1 ^, 1 - 72 ,-^ 


( 1 ) 


8 — cos 6 ， 


一 cos 


，sm 


4 




n 






2 


2 


2 


2 


-i 1 ~ A , a /2 - 2 ，- 1 - A 1 ， 


或 


72 


Z + 召 


x -^ 


Y-1+V2 


2 


2 


42 ， 


0 


n 


2 
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X-Z=V2, 

(2) 因为 |4sin 沒 cos 沒， 4sin 2 (9 + 2taii 2 沒，01，所以当 6 


时 （ nGZ )，，（<9) = 0 .故 r 2 (们为非正则曲线，它在0 = |处 
的切线方 程为： 


= H7T 


=}1,1,0| + A|2,4,0| 

= jl + 2A，l + 4A ， 0l ， 

X-l_ Y-1_Z 

4 0 ^ 

2x- y = u 

Z 二 0. 

(沒） = i 一 sin 沒， 一sin 2^,cos ， 
I r\(6) I 2 = 1 + sin 2 2 沒古0， 


2 


或 


2 


(3) 


3 


(沒)是正则曲线，它在0 = |处的切线方程为 


3 


4 


= V2 1 ^ 

I 2 ， 2，2 


n - A 


2 ’ 


2 


或 


Y Jl 

A 


z - 会 


y-^ 


2 


2 


2 


72 


—1 


V2 


T 


T 


5 因为 〆 （沒） = 丨- a sin d，acos 0，6丨 ，取 z 轴上的单位向量 

= |0,0，1 L 则 


e 


3 


e 


cos( 


r 9 e 


e 


3 


沒 • 0 十 a cos &.Q + b m 1 


— asm 
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b 


= 常数 


即，与&的夹角不随 0 的变化而变化，因之曲线的切线与^轴作 
固定角 


* 


设 r ( d ) = i e $ cos 8 , sin ^,0} ，所以 
r { 6 )= I 


^ cos ^,01 . 

_e 〃 |oos 沒， sin ^,0| *e^ |oos 沒一 sin 汐， sin ^ + oos 沒， 0| 

V 5? 


e 


e 


d 一 


沒 ， e 


e cos 


e sm 


sin 


/\ 


e 


e 


26 


e 




八 


( r ， 〆 ）= 定值. 

7 根据条件 - OA )' r / ( t ) =0， r '( f )=^0, 则 

( r ( t ) - OA )^( r ( t ) -OAY = 0 . 


* 




两边积分，得 


( r ( t )- OA ) 2 = R \ 


2 


2 


故 r ( r ) 是在以 A 为中心，半径为只的球面上. 

证明 ：（ C ) 的切向量 r { t )= u ,2^^，3 z 2 丨，直线的切向 

=|1，0，1|， 




s 


八 


cos(r ， s) = 


2 


八 


7T 


( 


) 


r 9 s 


4 


9 由于 〆 G)=| e cos t — e sin t , e' sin ， + e ‘ cos t ， 

= 0 点的向径与切向量为 


e r } ，在之 


(0)= |1，0，1} ， 
(0)-{1,1,1} 


所以， （ C ) 的切线方程为 


x-i- y — o = z-i ， 即 x 二 y + i = z 
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曲线 （ C ) 的方程为 


F(x 9 y,z) 

G(x ,y 9 z) =0. 


则其在 P 点处的切线方程为 

FJ P ( 

G x \ P (x - x Q ) + G y \ P (y - y 0 ) + G z l P (《- z 0 ) : =0 


0 ) + F y \ P (y- y 0 ) + F z \ P (z- z 0 )^0. 


X ^ X 


Z — z 


y ~ yo 


X ^ X 


0 


0 


F 


F 


F 


F 


F 


F 


x 


y 


z 


z 


X 


y 


G. G 


G. G 


G ‘ G 


y I P 


P 


P 


Z 


X 


X 


y 


z 


法面的方程为 


F z F x 


F, F y 

Qr G y 


(z^ z 0 ) =0 


(X - 工 0 ) 十 


(: y 一: yo ) + 


P 


P 


P 


z 


X 


z 


n 曲线 （ c ) 的方程为 


2 


2 


2 


2 


F(x,y,z) 
G{x y y y z)=y 

F x =2x,F y =2y,F x =0 t 
G x =0,G y =2y 9 G z =2 


一 1 = 0 ， . 
-1 = 0 . 


+ 




: V 


x 


y 


X 


2 


2 


2 


2 




Z 


y 


z 


所以法面的方程为 

2y 0 0 

2y 0 2z 


0 2r 0 

2z 0 0 


2x 0 2y 0 

0 2y 0 

4y 0 z 0 (j ： - x 0 ) -4x 0 z 0 (y- ^ 0 ) +4x 0 y 0 (z - z 0 ) =0, 


(x-x 0 ) + 


( y ~ yo ) + 


(z-z 0 )=0 9 


0 


X — X 


yo 


z ^ z 


0 


0 


工 0 


3 ^o 


z 


0 


X 


y 


z 


工 0 ^0 ^0 


= j i ， a cosh — ， 01 ， 


a 


1 + sinh 2 — = cosh — 


{1 ,sinh — ， 0l ， I 〆 I = 




a 


a 


a 
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从 r = 0 算起的弧长为 : 


l(t) = 


0 


cosh — dt 


a 


o 


coshwdw 


=a 


o 


=asinh —— 


a 


曲线 （ C) 的方程为 y=bx 2 ，它的向量参数表示为 : 

r = \ x f bx 2 ,0| , 


13 


〆 =|l ， 26x ， 0 丨 ， 丨 〆 I = \! 1 +4b 2 x 2 


对应于 — 段的弧长为 : 


l{x ) 二 


= 2 


0 


lab 


b 


0 


lab 


U 


2 


2 


b 


0 


=a 


3 


3 


0}， 


14 


=I acos 1 9 asm t » 

=I — 3acos 2 tsin t ,3asin 2 tcos 1 9 0 \ 9 

/1 二 I 3a sin ^cos t 


= 3a I 


sin tcos t 


—段的弧长为 


2 


7 


Kt)= 


3a sin tcos tdt 


o 


98 


IT 


T 


/d(sin t) 


= 3a 


sm 


o 


3 


T 


2 


二 ^-asin t 


2 


o 


3 


=-=ra 


2 


— \ a(t — sin t) 9 a(l 一 


/ ) ,0 f , a > 0 ， 


IS 


cos 


= U(i 一 


t) 9 a sin / ,0 I f 


cos 


= 2a 


sm 7 


2 


对应 0<t<2n 一段的弧长为 


2k 


2a sin 了 


dt 


2 


o 


K 


— 4a sin udu 


o 


a 


曲线与： rOy 平面相交时 ， z = 0 , 即 4 加 = 0 ,得 


=1 3acos ? ,3asin t ， 4af } ， 

— i ^ 3asin t ,3acos t ,4a | ， 


所以，弧长 


l(t) = 5adt = Sat 


o 


17 曲线与两平面交点的横坐标分别为 
为参数，曲线的方程为 


= 3q * 


x = a 


x 


I x 3 a 2 j 


2 


X 


a 


X 


2x 


a 
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a/ (2a 2 x 2 ) 2 + ^2x 4 ) 2 + ( a 4 ) 2 — 2x 4 + a 4 


/ 


2 


2 


2 <2 


2a 


x 


x 


2jc 4 + 


3a 


a 


所以 i = 


dx 


2 


2 


2a 


x 


2 


2 


3a 


a 


x 


da: = 9a 


2x 


a 


18 由于 / * = j a cosh t , asinh 1 9 at \ 9 

所以 〆 二 i < 2 sinh t ? a cosh f ,a [, 


l(t) = V2^cosh tdt = ^asinh 


0 


19 由于 12a (arcsin t + - t 2 ) ,2at 2 Aat | ，所以 


{ 4a V1 — 之 2 f 4at ,4a f ， 


a 


2 


4^/2adt = A^/2a{ 


) 


2 


={ acos 屮， aln(sec <p + tan <p) 

a sin <p 9 a sec <p - a cos 


一 a sin 炉， 0 i (a >0) ， 


20 


=1 — 


沪， 0 1 ， 


a tan <p ， 




9 


l{<p) = a tan <pdq> = - a In 

Jo 

设切点为 M, 切 线与 : y 轴的交 
点为 G, 过 Af 作 : c 轴的平行线交 
轴于 JV ( 题 20 图），则 NM = x , NG 

- xtan 9 >，于是有 


COS 


9, 


y 


G 


y 




M{x.y) 


N 


O 


x 


20 


100 



2 


2 


2 


a cos 


9 


sec 


<p — a • 

2tL 

r" = \ — 3cos 2 ^sin t , + 3sin 2 tcos t , — 2sin 2t f , 

〆 I = 51 sin t cos ^ 1 sin 2t \ . 


3 


. 3 


21 


cos t ， sin t ， cos 


2 


当到 f=27T 时，动点不重复地画出一条封闭曲线，所以 

It I d(2/) 


2 IT 


2ir 


5 


I sin 2t \ 






sin 




2 


4 


0 


0 




sin u \ du = 10 


4 


0 


22 在方程组 


F(x,y,z) =0, 
G(x ,y,z) =0 


中令 


，解出 y = y(x). 


(: r )， 则曲线的方程可表示为 


X — X 


Z ~ Z 


= 1 OC ,y{x) ,z(x) } , 
= \ (x) {x )} 


鲁 


所以 


X 


0 


23 从方程组 


2 


2 


2 


X 


: y 


z 一 d ， 


2 


2 


y =b 


X 


解出 


: y 




z 


进一步将其参数化，令 

曲线是两条平面曲线，方 程为 : 


= 6cos y = bsin <p 


X 


{ — 6sin <p 9 bcos <p f 0 \ $ 


r" \ = b 
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一条曲线的弧 长为: 


2k 


bdd = 26 tt ， 


l 




D 


两条曲线的全长为 46 k 


bt f ， 


24 


a cos t ,a sin t f 


—\ — a sin t , a cos t ， 


M ， 


( t )= 


S 


0 


s 


则 


，代人原方程，得 


t = 


s 


s 


s 




a cos 


,asm 


25 由第 18 题的结果 


2 


{ t ) = a ^2 sinh t = arsh , cosh t = J \ + 


s 


s 


4i 


2 a 


a 


代入曲线的方程，得 


s 


s 


— ,a arsh - 


a 




4i 


a 


26 


， e ' } ， 


e cos t ,e sin t 
I e f cos t - e f sin r , e r sin t + e^cos t | 


〆 I =-/3e 


dt = ^/ 3 (e - 1 ) 9 


s ( t )= 


s 


73 


代入原方程，得 


s 
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7 由于 


(6) = p (❹、 cos 6 ， 

y — y{6) = p{6)sm 6, 
= { p(6)cos 6 9 p(d)sin 6 | , 




X 


X 


所以 


{ p'cos ❹一 psin 6^ p'sin Q + ^cos 6 } ， 


6 


6 


Kd) = 


I d 汐 = 


d 没 


e 


0 


o 


28 由于 


(t) = p(t)cos (pit ), 
y-y(t) = p(t)sin <p{t), 


x ^ x 


(t) 


z — z 


所以 r = I 户 cos 


炉，户 sm <p,z\ y 

cos <p — ^sin <p • <p »^a sin <p + 尸 cos <p 


=\p 


<P 


'2 


，2 


，2 


P 卞 P 9 


z 


lit )= 


0 


29 由于曲线的方程为 


= pcos 6cos <p ， 

y — pcos 8sin <p 9 

■ 

=|Osin 6j 


X 


z 


所以 


I pcos 8cos <p 9 pcx>s dsin <p 9 psin 6 } 

<p — ^>sin d 9 6 
p cos Osin ip - psin 6 9 6 

p sin 9 + pcos 6* Q f \ , 


= I p cos Ocos 


<p ~ pcos 汐 sin <p % <p\ 

<p + pcos Boos <p % <p\ 


cos 


sin 
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lit ) 二 


0 


30 依题意 〆 0)^=0, 有 

(r ⑴ .fl )’ =0,r ⑴ 

但 r (0)- a =0, 得 /•({)•!! = 0,即 r ( t ) 与 fl 垂直 • 


常数 


习题 1-3 


，加 I ， 


⑴ =I 

〆（ Z ) = j — a sin t ， acos t 

r (t) = i - 

密切平面的方程为 


a cos t , a sin t 


，6 1 ， 


a cos 1 9 — a sin r ， 01 ， 


(U — r ， 


X- 


t Y — asint Z — bt 


a cos 


b 


— asm t 


a cos t 


— <2 cos t 


一 asm t 


展开整理得 


a 


Xsin t - Ycos t + -r-Z - at =0 


b 


tsm t f tcos t , te t ， 

(t) = \ tcos t + sin t ,cos t — tsin t + te } 9 

(t) = 12cos t — isin t , - 2sin t — tcos t ,2e ( + re £ | - 


// 


在原点处 i =0, 


r(0) = j0,0,0j ， 

〆(()）= |0,l,l!, 

r"(0)=|2,0,2|. 


在原点处切平面的方 程为: 


(及一 


// 


) 


r Q ,r 


r 


o ， 


0 


x+y-z-o 
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法平面的方 程为 : 


(及 - r 0 = 0, 

Y+Z = 0. 


从切平面的方 程为 : 


(«- 


〃 


) ~ 0 , 

ix - y + z-o 


〃 


{1,1, -If ， 


X r 


x r 


r 09 r 


o 


0 > § 0 


0 


0 


切线方程为 


=Ar 


0 


0 , 


X Y Z 


0 


主法线方 程为 : 


-A[( 


〆 、 ） x f ’ 0 ] ， 

) x r’o = U ， 一 l，l} ， 


X 


o 


0 


由于 


〃 


X r 


o 


0 


主法线方 程为 : 


X Y Z 


2 


—1 1 


副法线方程为 


(R - r Q ) = X(r 


// 


) 


x r 


0 


0 


X Y Z 


—r 


=I acos t f asin 1 9 bt \ ^ 

I 

{ — a sin / ,acos 1 9 b\ 9 

acos t , - a sin t ， 0 卜， 

〆 x r" = \absin t, - abcos t f a 2 \ ， 

( 〆 X 〆）x r' = I - {ab 

I ( 〆 x r ") x r' I = ab 1 + a 3 , 






2 


)oos (a 3 + ab 2 ) 


t,0 \ ， 


a 


sm 


( 〆 x r 〃） x f 


01， 


cos t , — sm t ， 


TTr^Xr^x^l 
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主法线的方程为 


(R - r) = A/J, 


Z — bt 


X ^ a cos t Y — a sin t 

一 cos t 


0 


一 sm t 


又 z 轴的方 程为 : 


X^ Y = Z 


对任意 t , 有 


0 + ( — sin t) *0 + 0*1 = 0 f 


— cos t 


e 


即主法线与 z 轴垂直 . 又由于点 （ 0,0,6O 即在主法线上，又在 
轴上，故主法线与 2 轴垂直相交于 (0,0,6t). 


z 


cos a cos t ，cos asm t , tsm a \ , 


=i — 


i 


cos asm t ，cos arcos t ,sin a \ ， 


01， 


// 


cos acos t f - cos asm t ， 


2 


I 


// 


r x r 

I 〆 X〆' = 


sin a cos asm t ， — sm a cos acos t ，cos a | , 


cos a ， 


y = {sin asin t , - sin acos t ,cos a I 


所以 


新曲线的方 程为 : 


= {cos acos 尤十 sin asin t T c 

tsin a + cos a 

=I cos( t — a) 9 sin( t 一 a 、 ， fsin a + c 
二 卜 sin( t 一 a) ， cos( t 一 <x) ， sin a } ’ 


arsin t — sm acos t ， 


i 


a 


=1 — cos( t 一 a) ， 一 sin( t - a) 9 0 \ f 


// 


新曲线密切平面的方程为 


X - cos( t 一 a) Y - sin( t ~ a) Z - ( ^sin a + cos a ) 
一 sin( t — a) 

一 cos( t — a) 
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cos( t a) 
— sin( t — a) 


二 0. 


sin a 


展开整理得 


[sin asin( t — a ) ] X ~ [ 

Z — ( £sin a + 


cos( ? ^ a ) ] Y + 


sm a 


证 明：设 球面的半径为尺，球心在原点，球面曲线的方程 


为 


= r(s), 


2 


则 


曲线的法平面方程为 


Lp- r(s)]*r(s)-O f 


即 


p(s)^(s) =0 


它通过原点，即通过球心 . 


证明：因为 r = { a cos t , a sin 1 9 bt\ , 


—I 一 


M ， 


asm i ,acos t , 


// 


= { — 


a cos t » — a sin r ,0}, 

=1 absin t , - abcos 1 9 a 2 \ 


// 


r X r 


所以副法线的方向向量为 Usin t,-bcos i ， a 丨，过原点且平行于 

副法线的直线方程为 


X 


y 


Z 


^sin t — boos t 


a 


消去 


x = A6sin t ^y= - Afecos 1 9 z = aX 9 

b 2 X 2 ,z 2 = a 2 A 2 , 

a 2 (x 2 + y 2 ) = b 2 z 2 . 

7(1 ) 因为 cosh ? ， a sinh t ， at } ， 

=j a sinh t , 

二 I a cosh t , a sinh t f 0\ , 


2 


2 




X 


y 


即得 


h 1 9 a \ y 


ac 


Af 


〆 X r" = 1 一 


2 


sinh t , a 2 cosh 1 9 - a 2 \ f 


a 
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〆 I = \pl a cosh 

I 〆 X 〆’ I =V2a 2 cosh t , 

— i a sinh t , a cosh f ， 0 } ， 

(r\r〃，）= 


t. 




3 


a , 


所以 


= 


2 a cosh 2 1 


2acosh t 

\a(3t — t 3 ) ,3a/ 2 ,a(3? + / 3 ) | ， 


(2 ) 因为 

r = |3a(l ^ t z ) f 6at ,3a (1 + t 2 ) | , 


r — 


=I - 6at ,6a ^6at | , 

=118a 2 ( t 2 ~ 1), — 36a 2 1 ,18a 2 (t 2 + 1) \ , 

I t I = 3V2a(l + i 2 ), 
r x r " I = 1872a 2 (1 + f 2 ), 

- 6a ,0 ? 6a}, 

(〆 ， 〆' ， 〆" ） 二 216a 3 ， 


// 


// 


x T 


所以 


k = 


r = 


3a{ 1 + t 2 ) 2 

解：因为 r = I cos 3 t , sin - 1 , cos' t \ , 

=j — 3cos t ,3sin 之 ， — 21 sin t cos t , 

=}3cos t (3sin 2 £ - 1) ,3sin t (3cos 2 ， — 1) ，一 4cos 2t } ， 

〆 X r / = sin 2 2t 


J 


3a(l+r) 




3 


// 


cos t , - sin 1 1 — 


4 ， 


stn t cos 1 1 ， 


I 〆 x r " 1 = ^sin2f- 15sin 2 1 + cos 2 z ， 


4 


= 13sin t (9cos 2 1 -2 、 ， 3cos t(2 — 9sin 2 1 ) , 8sin 2t [ , 
( 〆 ， r" ，广） = 36sin 3 tcos 3 1 


攀 


所以，曲率 l 挠率 r 分别为 


• 2 2 , 
15sin t + cos t 


// 


3 


r X r 


k = 


108 


(〆 ， 〆’ ， 〆"）_ 36sin 3 1 cos 3 1 

(15 sin 2 ^cos^ t) 


4 


25sin tcos t 


Xr 〃 


sin tcos t 


} - 3 cos t ， 3 sin “一 4} 


4 


3 


sin tcos t 
sin tcos t 


一 -=^cos t , -=r-sm t , — 


5 


3 sin 2 2 f 


3 


r x r 


cos t , - sm t , 一 


Y = 


4 


4 


3 


4 


4 


cos t , — -?-sin t , 一 


5 ， 


5 


sin tcos t 
sin /cos t 


oi 


i 


=y X 


sin t ,cos t ， 


m 


的周期性，所有讨论只考虑即可.当 r 
2 tt 时，在对应点，= 0,即这些点是曲线的非正常 


根据 


sin t , cos t 


n 


2 、兀、 了兀 


点 


(1) 当00<吴，兀<£<姜兀时， 


2 


2 


sin tcos t =sin tc 


t 


这时 


3 


3 


4 


一 7COS 艺， -=rsm t , 一 


01， 


sin t j cos t , 


4 


4 


7 = -=-c»s t , - -=-sin t , 一 


(2) 当异<£<兀，4冗<0<2兀时 


2 


2 


sin tcos t = - sm f cos r, 


这时 


3 


3 


4 


3 


3 


4 


— 7 ccs , ， -=-sin t 


7 COS 1 9 — -=-sin 1 3 7 


5 
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0 }， 


o} = i- 


—- j sin t , cos t ， 


sin t , - cos t ， 


4 


4 


cos ? ， — -=^sin t ,0 


5 


下面验证伏雷内公式 


，|，当 0< 品、 


ds 


由于 


sin teas 


K 


2 


2 


dr 


时，由于 


sin tcos t = sin tcos t , 


d 


1 da 

mhi 1 ■' 1 ■■ 1 
ds r I dt 


da df 


« 


(l) 


dt 


3 


3 


-^rsin t ，丁 cos ?，0 ， 


3 


，0 ， 


25 cos t ’25sin t 


01 


k 


sin t , cos t ， 


25 sin，cos t 


3 


，0 ， 


25cos t ’25sin t 


d 


一 H 1 dfi 

ds dj I r I dr 


( 2 ) 


dt 


0 


cos t j - sin 1 9 


，0 ， 


5sin t 9 5cos t 


4 


—ka + ry —— 


+ 


一 -^rcos t ， 7Sin 广， - 


25 sin rcos t 




4 


4 


4 • 


3 


25sin rcosrlT cos ^'^ sin ^- 
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j 5sin r ’ 5cos f ’0 ’ 
= - ka + ry • 


即 


dy 


( 3 ) r^=-^= i 


d5 


dt 


4 


4 


一 -=rsm t , - 7 C 0 S r ，0 


5sin icos t 


4 


4 


，0 


25cos ? J 25sin t 


4 


0 


1 


sin t »cos ? ， 


— r 


25sin 之 cos t 


4 


4 


，0 ， 


25cos i * 25sin t 


对于时，完全可以按上述方法验证 . 
9 证法一，设所给曲线为 （ C): 


U) ， 定点的向径为 R 


0， 


则 


r(s ) — 


X(s)a(s) 9 

(s) = X(s)a + Xkfi. 


0 


但《 ,/> 线性无关，从而 


入=1, A 是= 0， 

又所以 是 =0, 即 （ C) 是直线 . 

证法二根据已知，有 

[ r(s) _ 1? 0 ] x a(s) =0, 

r(s)x 

[r(s) - R 0 ]x = 


[ r(s) - R 0 ]x kfi = 0 9 


但 


[r(s) - R 0 ]x 
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奉 




(否则， （ rG )- l ? 0 )/^， 由已知得出 （ r ( s ) 

(/•(5)-1?。）=0，即/ = 从而所给的曲线退缩为一点，得 

出矛盾），所以 


)//«, 于是 




灸=0 


即曲线 （ C ) 是直线. 

证法三设所给曲线为 （ C ) 

r{t) - R 0 = 乂⑴ 〆 ⑴， 

r ( t ) = X f { t ) r ( t )^ X ( t ) r \ t ) 


(0,则由已知有 


于是 ， x r 〃 = 0, 所以 


k 二 


= 0 , 


即曲线 （ C ) 是直线. 

10证法一设曲线 （ C ) 

条件 （ rU ) - ） 在密切平面上，故 

(r(t) - U 。 ， 〆 ， 〆' ） =0. 

( 1〉若 r _ 1?。， 〆， r 〃有两 个共线，则分别有下列结果 


(0,定点向径为 K 。， 据已知 


① 若 （r - K 。） // 〆 则据上题结论， （ C ) 是直线； 

② 或，// 〆 '，则 ， x r " = 0 

③ 若 （ n ?。）// 〆 '， 设 r 一 


4=0,曲线 （ C ) 是 直线； 

= A ( t ) r 〃， 两边对 t 求微商 


r=y(t)r / +X(t)r^, 

〆 ，!• 〃，/^共面.故 （ rV 〃， 广 ）=0 .故 

r ( 〆 ， 〆 '，广） 

r — T ^，| 2 


= o, 


则 （ c ) 是平面曲线 

⑵若 r -兄 


, r ，!•两两不共线，则在 （* )式两边对 i 求微 


商 


( 


(〆 ， 〆 ， 〆'）+ (r - U 。 ， 〆’ ， 〆’）+ (r- R 0 ， 〆 ， r w ) =0 
112 - 


但前两项为 0, 所以 


(r- R 09 r\r ) =0. 

由于上式与 （*) 式同时成立，所以〆，〆',〆〃共面，即 


/ / 〃 ，卿 \ 

„ (r ,r ,r ) 

^XrT" 


= 0, 


T — 


故曲线 （c) 是平面曲线. 

证法二设曲线 （ C ): 


0)，依已知条件 

(r(s) - 及 0 )1⑴= 0 ， 


* * 


两边对 s 求微商 


y + (r - R 0 )•( - rjJ) = 0, 

r{r ~ Rq )./J = 0. 

(1) 若 r = 0, 则 （ C ) 是平面 曲线； 

(2) 若 （ r - J ?。） •/ > = 0, 两边对 s 求 微商： 

•- (r - J? 0 ) • ( ~ ka+ ry)=0, 
0 ).( ~ ka) + (r — 及。） .7*7 = 0 

根据已知条件 （* *) 式，后一项为0,所以 

k(r - R 0 ) 

但由所设 （ r -及。） 丄 / r ，（ f - K 。） 丄所以 

(r - Rq) // a , 

故 （ i — 及 0 卜《^0，从而是=0,曲线（(：)是直线 

n 例题中已给出解答. 

12 证明： 设曲线 （ C):f = r(s) 的曲率是 = 

率中心的轨迹为 




所以 


所以 






?关0,则其曲 


cons 


/ ■( 5 ) + S ) _ 

上式两边对曲线 （CT ) 的自然参数求微商，得 

r* = r(s) + 


(C *)： 


ds 


ds 
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于是有 


1 


ds 


a + 丁（ - ka + ry) 


* 


7, 


k T ds 


* 


妙 


k 


ds 


//y ， 并且 




ds 


r 


簧 


ds 


因为 cT/yy , 从而 


=±y ， 上式两边对 ^ 求导，得 


# 


ds 




k 


# 


ds 


所以 


ds 


k 






k 


=k 


T 


T 




ds 


13 证明 ：因为 \l + 3t + 2t\2-2t + 5t\l-t 2 \. 

r = j3 + 4, ， - 2+10f ， ~2 t\j 

〆 ， =|4 ， 10, 一 21 ， 


fff 


从而 r = 0, 即曲线是平面曲线 . 令 £ = 0, 则得 

r (0) = |1,2,1|, 
r ’(0) = }3, -2,0!. 

作为平面曲线，它所在的平面即是它的密切平面，其方程为 

一 1 ， y~2 


-1 


X 


Z 


3 


一 2 


0 


= 0 


4 


10 


— 2 


2x + 3^ + 19 之 一 27 = 0, 

14 证法 一 设曲线 r: 。 q(s t ) ， r 2 
V/h ， 从而 a x = ±a 2 ，于是 


U ) •因为 


2 


da 2 d5 2 

_ « _ 

ds 2 ， 


i = 土 




2 


^\ P \ = 土是 2 多 2 


ds x 
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因此，凡 //几 •即/^，/^在对应点的主法线平行.又 A //% ，所以 

yJ / y 2 M A 、 r 2 在对应点处的副法线平行. 

证法二因为 AX 


，所以 


ds 


1 X 


1 X 






ds x 


于是有 


cU 


iXk2fi2 irr 


X 


H 


E 


ds 


从而 ± x a x 土 


(根据 


rn 


x 




r JA 




ds 1 


ds 


+ k l y i ± y 2 1 k 2 


ds x 


因此 yi // y 2 , 又由于，所以 

15 证明 ：因为 队 ///? 2 , 于是<* 2 丄队，^丄几.从而 

d(ara 2 ) 


ds 






r li 


d5 t 


ds t 


d5 


二々1 


[ii 


= 0 , 


所以 fa 2 为常数，即化与《 2 作固定角 


16 证明: 设曲线 r:r = rU )， 曲线 r :r 
( d 的主法线与户在"（^)的副法线重合，则 

r* ( 5 * ) = r(s) + X(s)p(s). 


(，），r 在 


于是有 


ds 


+ xp + xfi 


ds 


d5 


+ Xfi + X (- ka + ry ). 

因为 冬 i / r ，于是於丄 《* ，多丄 r ，上式两边点乘於，可得 
从而 A 是常数.设 A = A e ，则 


ds 


A = 0, 
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* 


ds 


# 


=(1 — A 0 々） 


s 


+ A 0 ry 


ds 


上式两边对 s 求微商，可得 


2 


鮝 


2 


ds 


d 


s 


# 


簧 


(1 - 乂 o 々 ）flf + 々 （1 - A 0 々 )/1 

d)’ y - A 


Ti 




ds 


2 


T 


0 


上式两边点乘 fi ， 可得 




走（1 -又 。是） - A 0 r 

^ ~ ( k 

(t ' sin ，）， a(l- 


2 


= 0, 


2 


2 


) 


r 


17 解因为 


,) ， 4 a COS 


r 二 


a 


cos 


2 9 


(1 — 


t) ja sin t ， 


a 


— Zasm 了 


cos 




2 ， 




asm / 9 acos t ， 


— a cos ^ 


2 ， 


t X r = — 2a 


2 • 2 


sin 


i ， 1 


sin cos 




2 


2 


2 


k = 


a sin 


2 


7T 


当冬 = 


+ 2 W 7 T =(2 W +1)7 T 时 , j = p 最大 
解：因为 r ( s ) 在 〜点 的泰勒展开式 

( s o + ^ s ) = r(s 0 ) + r(s 0 )As + ~?(s 0 )(A s ) 2 


+ W7T,fiP t = 


It 


2 


2 


18 


+ 


Jj[ r ( s o) + e(s 09 As)](A s y 9 


于是 r(s 0 + As) — r (s 0 ) 

( s ^^ + -jk 0 p(s Q )(A $ ) 2 + ^{k( S(} )fi( Sft ) 

^ ~^°( 5 0 ) + T 0 Y(s 0 )] +[ £l (s 0 )a(s 0 ) 




£ 2 ( 5 0 ) fi( ^0 ) 
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^3 ( s 0 )y( 5 o ) ] t (As ) 3 


)(A5) 3 ja( 

€ 2 ( S o) ]^(^o) 

(s 0 )(As) z ]y(s 0 ). 


As — 7 是 3(〜） 3 + 7 它 1( 




s 


0 


6 


6 


7 々 0 (As / + （ 知 ）(As ) 3 + 


6 


6 


2 


^ 1 

■g-^o T o (△;) 

分别是 r (&+ As ) 点到 r ( s 。） 点的密切平面、法平 


3 


£ 


3 


6 


设 


ZfX.y 


面、从切平面的距离，则 


[r(s 0 + As) - r(s 0 )]*a(s 0 ) 


X 


kU^f +-^e x (s 0 )(dsf I , 

y - I [r(s 0 +^s) ~r(s 0 )]*p(s 0 ) \ 

=-^-^ 0 (As) 2 + \-k (^0 )(A5) 3 + 4" e 2 ( 5 o )(As ) 3 ， 


As —了 


6 


2 


I [ r ( 5 0 + A5 ) - r ( 5 0 ) ] • y ( 5 0 ) I 


z 


= 7 是 o r 0 (As ) 3 + 了 e 3 (5 0 ) (△;) 


6 


6 


当 As -^0 时 ， e ( s 。）— 0,即 (h ) ， e 2 ( s 。） ， e 3 ( 5 o )"^0 所以，若 
是 0 关 0, 则以上三个距离的近似值分别为 

I 

X 1 ^ | A5 | t 


^ ■ 是 0 (As ) 2 = ^ ■ 是 o 丨 1 2 ， 




y 


2 


2 


了是 0 r 0 (A5> 3 = 7 灰 o 丨 r 0 I i A^l 3 . 


6 


若 k 0 =0 ,A ( s 。） 关0,则近似距离分别为 

|^5 I 9 


吴 （5 0 ) I I Asl 3 , 


^Z~k ( 5 0 ) (A 5 ) 


3 




: y 


-rk^T^iLsY 是 。 I r 0 I I A5 


3 




6 
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19 证明： 

(1 ) 因为 a = kp,y= - r/J ， 所以 


(2) 因为 

n 

(r,r ,r) = (a 9 kfi f kfi + k( - ka + ry)) 

I 

= (a ， kfi ， kp) + i^a ， kp ， — k 2 a ) + (a ^kry ) 

= k 2 z{a,B,y) = k 


2 


r 


20 证明 
(1 ) 因为 


* 

* 


= 冲， 

=kfi + k 移 =kfi — k 2 Ot + kry , 

a = kfi + — 2kka — 是 2 a + kry + kry + kzy 

=kft - kka + kry — 2kka - k 3 fl + kry + 

* 

kry — kz 

= 一 3kku + {k — — kz 1 )/I + {2kr + rk)y 


[G 




2 


所以 


0 


0 


k 


2 


( a , a , a )- 


一 k 


k 


kr 


I — 3kk k — k 3 — kz 2 2kz + rk 

=k(k 3 r ~ k 2 kr ) 

=k 3 (kz — kr ), 


d 


tk — rk 


T 


k 5 ^ 


- k 


2 


ds \ k 


k 


二 々 3 ( 是 r — 石 r ) 


d 


(2) 因为 r = - r/J, 

mm _ 

y = -t 


{ — ka + ry) 

+ km — t 2 y ^ 


一 r 


一 r 
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y = — rp — rp + kra + kza + kra ~~ 2 try — r 2 y 

= {2zk + kv)a + ( r 3 + vk 2 — t — 3ttY , 


所以 


0 


0 


T 


(y/y ： y) = 


2 


kr 


一 r 


一 r 


2rk + kr t 3 + rk 2 — r 

( 一 々 r + 石 r ) ， 

* * 

^kz — kr 


■ 


3 


r 


d 


k 


5 


而 


二 t 3 (kr — kr) 9 


T 


— T 


ds 


r 


d 


k 


所以 


(y,y,y)= 


5 


r 


ds 


T 


j|/(/)sin tdt ,|/(/)oos /dr,f/(£)tan tdt j , 


r ⑴ = 


r = {/(Osin t 9 f(t)cos t \ . 

t + f(t)cos t f /(t)cos t, 

f (^)tan t + f(t)sec t [ 

= 1/(0 sin t j f it) cos t (t) tan t\ + |/(0 
-f(t)sin t f f(t)sec t\ . 

= I/(Osin t,f(t)cos t 9 f(t)tan t\ x \f{t) 

—/ ⑴ sin t ， f(t)sec 2 1\ 


cos t ， 


r X r 


COS t ， 


/ 2 ⑴ 1 s 


2 


• 3 

sin t 

cos 2 1 


y- fit) I ， 


t 


.fit) 


I r I = f(t)sec t y 


I 〆 x r 〃| = f 2 (t)sect V" 1 + cos 2 1 


k = 


f (t )sec 


fit) 


若 k - k 


则 /(o=M COS f/r 十咖 2 r) 

=U,sin ，所以 


=const ， 


o 


m 


:因为 

(^^ 11 ， cos ，， 〆 （，）} ， 


2 
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(t)= |0, - sin tj <p\t) \ , 

(t) X 〆 ,（ t) = \ cos t<p\t) + sin Up' (Z) ， _ <p{t) ， 

主法线的方向为 

(/U)x r "G))x，= 

尤 [p ( , ) ] 2 + sin ，， 


// 




一 sin 


\n t — <p / (t)<p / (t) 9 — cos t<p{t)<p\t) + 
t<p \ t) + cos tsin t<p( t) + <p\ t)\ . 

由主法线与平面平行，知主法线的方向与 O ： 轴垂直，故 


sin 


有 


一 9 ⑴ 〆 ’⑴=0, 

cos 之 sin t = <p f { t) ， 

9 ( t )_ 

~dt CO 


cos 丨 sin t 


d 


<P (t) 

(t) 


s tsm t ， 


tsin tdt 


— cos 


两边积分，得 


<p (t) = sin 1 9 
<p(t) = — cos t + C 


从而 


23 证 明：' 


黃 


—P - Yds, 


r 0 


( 〆 )"= —— 


一 r 


r 0 


= —(-ka + r 0 r) - 7 


^0 


k 


r 0 


k 


k 


(r* y= _—a — —( + kfi) 


r 0 


r 0 


2 


k k 


r 0 


r 0 
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2 


2kk ka+ T 0 r) 


k 


k 


—kfi- 


r 0 


r 0 


r 


T 


0 


0 




^kk 9 


M 


T 


ro 


o 


k 




r 0 


k 

( ， r 卜 f 

r 0 


k 3 


(r*) ， X(r*) 


2 ， 


r 


o 


3 


k 


2 


r 


o 


k 


T 




0 


k 


r 


o 


5 


k 


，所以 


又 (( r ^) / ,( r ^)%( r # D 


0 


k 5 


2 


2 

r 0 


r 


o 


k 


3 


k 


k 


2 


To 


24 证 明：设 固定方向为单位向量 


^， 


6 9 e m 7 = cos <p 


e m a = cos 


两式对 $ 求微商 


<pd<p, 

<pd<p. 


= 一 sin Odd 9 e* Y = 


一 sin 


e 


Odd y re 


ke 


=sin 


一 sin 


消去 


得 


e 


m 


Odd 


k 


sin 


<pd<p 


sm 


r 


25 证明 


<pdt ， 

~ 1 a sin <p(t) 9 a cos <p(t) 9 b \ ， 

<p(t)* 9 

=a<p" ( ^ ) I cos <p{t )，一 


a cos 


a sin 


一 a sin <p(t) * (t) j 0 \ , 

<p(t), 0 \ + a [ <p' it )] 


i 


a cos 


sin 
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i 一 sin <p{t), 


<p(t) ,0 } 


— cos 


* 


〆 x r /= a<p f { t) { 6 sin (pit) y 6 cos <p(t) , - a I 


( 〆 ， 〆 ，广'"） 二 一 a 2 6 [ 〆 （ f ) ] 3 ， 

fit), 


a 


k 二 


2 


2 


+ b 


a 


b 


〆 ⑴， 


r = 


2 


2 


+ b 


a 


k 


a 


b 


r 


此曲线是一般螺线 


7 — ^=z \ 一 sin “ cos ^ , 11 , 


26 




42 


ck 


r = ^i — 


cos t j — sin Z ， 0 } ~； — 

as 


42 


dt 


V 2, r ^0 




r 




ds 


± i 


01， 


cos t , sm t ， 


xy=±-|sin,,cos,,ll 


dt 


= k 






cos t , sin 


'42 


1 dt 


k =— 


42^ J 


dt 


y = ~\- 


“ o } 冬 


cos t , - sm 


n 


cU 


1 dt 


T = 


一砂， 


T 
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故曲线 （ C ) 是一般螺线. 

27 证明： 设曲线 （ C ): 

( C ) 的方程为 7=7(7) 其中7是曲线 ( c ) 的自然参数，则有 

r(s) = r(s) + X(s)fi(s ) , 

其中 AU ) 表示一对对应点之间的距离.于是 

r = [a + kB+X(~ka+ tY) ] tt , 


( 5 ), 5 是 （ C ) 的自然参数，曲线 




r 


r 


a=[(l + Xk)a + kp + XrY]^. 

= 土 /», 所以曲线 （ C ) 的切向量 o 与於垂直，将上式两边 


由于 


点乘得 


d5 


3 = 0 , 




但所以 A = 0 ,即 


义=常数关0， 

所以两曲线在对应点间的距离处处相等. 

证明： 设曲线 （ C ) 与曲线（亡)在对应点的切向量分别为 
与 CT ， 它们之间的夹角为 0 G )， 则有 


28 




= acos 6 + ysin 6 ， 


da „ da _ T x 

dI ~ d 7 t Ts = k 


ds ， 


da 


d)fi + ( — asin d + ycos ^)4^ 


-j— = (k cos 6 一 


rsin 


ds 


ds 


从而得到 

— ^ ds 




^ — ( k cos 6 — rsin 0)p + (— 


k 


8 + 7 COS 6 )-r~ 




sin 




但 J 与 / I 平行，上式右边第二部分与垂直，所以这部分为零.又 

v 

由于〜 asin 6 + 7 cos 6 是 一个单 位向量，故4^ 


0,即 


ds 
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4 


沒= 常数 • 

证明： 设曲线 （ c ) 是贝特朗曲线 ，（ P ) 是它的 侣线. 由第 


29 


27题知 


r(s) = r(s) + kfi(s) , 


其中 A 是常数.由第28题知 


ds 


= [(1 — Xk)a + Ary 


ds 


6 + ysin 6 


cos 


其中 0 是常数.又 a 与 y 垂直，则得 


ds 


(1 一 A 是 ） g = cos 沒， 


ds 


d 5 


Ar — = sin d . 


ds 


ds 


从中消去$即得 


ds 


1-Xk 


cos 


二 0 , 


e 


Ar 


sin 


/, ™ sin d 

沒—丁， 


^sin 6 + 


rcos 


其中 A 参0,此外 sin 0 关0,否则 r = 0 

令 fji - A cot 0，则有 


又是+ 


//r — 1 ， 


其中都是常数. 

下面证明这一条件对贝特朗曲线也是充分的. 

设曲线 （ C ) 的曲率々和挠率 r 满足条件 A 々 + //r = l .其中 

0 . 以 W +〆 除上式两边, 


k \ 
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A 


其中令 sin 汐 二 


垆 0 




构造曲线 （ C):r = i ^) + A / JU )， 则 

= [(1 一从） a 十 Ary ] ^ 






上式又可改写成 


ds 


Ar 




( 


6 + ysin ^)-= 


cos 


sin Q 


ds 


由于 


d+ ysin 0 是一个单位向量，所以 

a = 士 （ 


r JA 


COS 


d + ysin 6 ) ， 


cos 


从而得到 


da 


ds 






二土 （々 cos 0 — rsin d) fi 


k 


ds 


ds 


由此可见，.由于 （ D ) 的点在 （ G ) 的主法线上，因而 （ c ) 与 （ C ) 
的主法线重合，它们都是贝特朗曲线. 

30 证明： 由于是= const 关0,取入=+，//=0, 则有； (是+ 

0,故 （ C ) 是贝特朗曲线，它的侣线方程为 


px = 


r = r(s) + XB=r(s) + -r 


(s) + pfi 




r 


k 


足见 ( C ) 是 （ C ) 的曲率中心的轨迹, 


(s) + X( - ka + ry )^ 

a s 


r jj 


ds 


=Ary 


d7 


ds 


=± 1 ，即法 =±1 


因此，有 

对 &求导 ，得 


Ar 


d7 


2 


ds 


2 


= 一 Ar 


d7 


2 


2 


2 


ds 


ds 


2 


二一 Ar 


=- k 


d7 


d7 


k 
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所以 


1 =增)， 


一 r 


- k 9 rf = k 2 , 


T 


k 


k 


或记为 


r 


3 i 证明： （< r ) 

b 为常数，曲线 （ C ) 的挠率 r 也是常数. 


(s) + b + y(5)d5 K 


ar 


r 


中 


a 


、 


k 


k 


Y — aa + b — a 二 （ a + b —— 


T 


T 


b 


b 


( 〆 V- kl a + —k 




r 


T 


( 




b v 


b 


3 


— ak 


+ ^\a+ ak+3 ^kk 


T 


b 


kzl a + —k y ， 


r 


2 


b 


( r *)， x( r *n 


a+ —k\ y, 


r 


3 


b 


(W ，（ r*) 〃，（ rT：H 


2 


2 


b 


Ko ' x( r *)"i 


k 


T 


k = 


3 


b 


b 


T 


T 


b 


rk 2 \ a + — k 


c 一 （（，; r ，（ r * r ，（ r * r ) 

~ f ( r ， rx( r *)T 


r 


T 


4 


b 


b 


k 2 1 a + ― k 


T 


T 


b 


令 


a 


=const, fi = 


—— =const ， 


T 


T 


则 


}Jk + 


户 r 二 
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故曲线是一般螺线. 

32证明 ：方法 1对 


= Ra ( s )— 身 （ s ) ds ，两边对 s 求 


微商得 


ds 


Ha , 


ds 


所以 


Ti 


因为 （ c ) 是一般螺线，所以存在向量 p : 

c = 常数. 

P= ±a-P= 土 C 二常数 


所以 




即 （ c ) 也是一般螺线 


方法2 由于 


於心，所以 
( r * )’ = 犮 a ， 丨 （ m | 左 | ， 

(r # ) //= Ra + Rkfi, 


二 R 


(r ) = (R — Rk 2 )ft + (2Rk + Rk ) + Rkry , 

(( r ^ y 9 ( rn \( r ^ yi ^ R 3 k 


2 


r • 


所以 


k 


k 


一 一 一 I- 
# — 

r r 

故当 （ c ) 为一般螺线时，（亡)也是一般螺线. 

33 证明 ：方法 1 先证充分性 ：已知 

r~a = kpj 

r= ~ k 2 a + kfi + kry, 

r= ~^kka + (~ k 3 + k-kr 2 )p+(2kr + kr)Y, 

Cr,'rJ) = k 3 (kr-Tk) f 

k 3 (kv - rk) - 0. 

① 若々=0,则曲线是直线，是一般媒线的特例. 

② 若 々关 0, 则 


kz — rk 


T 


k 


二 k 


二0, 


k 2 


k 
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r 


z 


常数， 


= o 


k 


k 


故曲线是一般 螺线. 

再证必要性:设曲线是 一 般螺线 ，则士 =常数.所以 


k 


*■ * # « # * * * 

0 => (r,r, r) =0 


r 


5 


= 0 4 是 


k 


k 


方法 2 必 要性： 已知曲线是一般螺线，则 

=Ck kr-rk = Ckk - Ckk = 0 . 

(r y r , r ) - (kr - rk )- 0 . 

充分性：由 （/， 〆 ， 〆 ）=0 k 3 (kr - rk )=0 


=Ck 


T 


T 


所以 


k 


T 


T 


kz^rk ^ ^ = —^> 


k 


k 


c i 


In ^ = In t + C l := > k = 


=Cr 


e 


k 


i=C = 常数.曲线是一般螺线 




方法3必要 性：已 知曲线是一般螺线，不妨设曲线的方程为 

r 二 UG )， y ( s )， Cd ，其中 C 为常数. 


， C }， 


I 


所以 


x,y 


_ ■ I _ _ * * k 

" = \ x , y ^ 0 \ , 

_»釋 , • • • mmm I 

r = U ， y ，0 l ， 

r = \x ,y , 0 \ $ 
* * «•* 

( r y r , r )= Q . 


充分性 


已知 


z 


X 


y 


j _* ■■■ ••••. 

( r , r » r )=0 


= 0 


=> 


x 


z 


y 


X 


y 


z 


此行列式一定有两列元素成比例，不妨设后两行成比例. 
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①有一列元素是0,不妨设最后一列，则 


z = 0 => 


—C jZ— Cs + C x 


z 


所以曲线的方程为 


r - \ x(s) 9 y(s) , Cs + C } \ , 

其中 c , c t 是常数，曲线为一般螺线. 

②两列元素都不为0,则至少有^#0, ^尹 0. 所以有 

3； = A (〜，； y - 二 二 A ⑴了， 


V z 




Z 


y - 




所以 


c i 


—=> In 3 ; = In z + C x — 


e 


z 


y 


z 


c l 


A(s) 


c 




= e 


x ,e 1 z ， z t . 


取固定向量 




10 , 


，—11，则 


e 


# 0 + e C| 


— c ! : 


z-0 


— x 


* 


e 


z — 


因为 


，所以續•/> = 0,由所设 i 关0，妥关0,贝! | 

/ i 2 + 74 2 = l /.所以 /»7= o , 即曲线是一般螺线. 

34 证明： 采用反证法. 


k 二 


若曲线 （ C) 与曲线 （CT ) 在对应点有公共的切线，则 （ C): 

r(s) ，（ r* ) ： r* = r(s) + A(s)a(s). 

= ^ ■“) + A (s)ot(s) + A(s)a ， 


dr 


d 


s 


s 


ds 


= (X + A) a + Xkfi 

因为 （ c ) 与 （ c # ) 有公共的切线，所以 


JA 


// a , 


[G 


则有 


X(s)k^0. 

① 若 AG )=0 J ! J ( CA ( C * ) 重合. 

② 若 々 G ) =0,则 （ C ) 是直线，并与其上的任一点的切线重 
合，故与 （CT ) 重合，与题设矛盾.所以原命题为真. 
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0 )， 曲线 （ c # ) 


35 证明： 设曲线 （ C ): 

根据第 14 题结论知它们的主法线和副法线也分别平行.即 


aV/« ； /?V//» ； yV/r- 

两副标架都是右手系，则只有下列 4 种 情形： 


r JA 


r JA 


r = y, ir = - r.vy = - r, ir ^ r 


对第一种情形 


dy # dy # ds 


d 


d 


ds 




， cU 








ds 




d 5 


ds 




k 




ds 


因为 / r ///»，所以有 


k 


ds 


ds ， 


ds ’ 


k 


故 


k 


对于第二、三、四种情形同法可证 A 从而有 

k k 


k k* 


k 


k 


故当 （ c ) 是一般螺线时 = 常数 = ^ r ， 则 （ cr ) 也是一般螺线 


36 证明 ：方法 1 

设固定直线的方向向量为 m ，且 | m j = 1.据已知条件：所有 
密切平面都垂直于 m . 所以 


r // m , r = 土 




0， 但卜- 

I 夕 1 = 1 一 r/M 二 |r|=0. 




曲线是平面曲线 
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方法 2 

因为所有密切平面都垂直于所以 

7 // m , y X /n =0 


两边求微商，得 


二 一 7" 多 X 


r x 


+ y x 


Ui 


由于多丄 m ， 


#0^7■二0.曲线是平面曲线. 


x 


方法3 

据已知条件： cr 丄 m ， 办丄 m ， y//m . 所以 

(-ka + zy) m m = 0, 

= 0 .但关0,所以 r = 0, 曲线是平面 


f/ii 


f/ll 


f/i 


但是 


0 故 


[ttmTi 


ry/i 


曲线. 


37 证明： 

设曲线 （ C):r = r(s) ,(C* ) 

dr * . d ， 

d〆 ds 


^r(s) + X(s)Y(s). 
^r(s) + X(s)Y(s) + X(s)Y(s), 


d 5 


+ Ay - Ar/J 


( 1 ) 


ds 


因为7*//广（已知），即7= 士 y *.( i ) 式两端点乘 y * 和土 y ，得 

0^0 + A + 0,即 X(s) =0 ,A = 常数. 


代入 （1) 式得 




- Ar/f 


( 2 ) 




ds 


两边对 s 求微商 


d 2 


ds 


k 


(k - At) B + 从 ror 十 Ar 


r 


ds 


d 5 


两边点乘 y 或 y 


0 + 0 = 0 + 0 — Ar 2 , 即 Ar 2 =0 


但是 A 关 0( 否则两曲线重合与题设不符）.所以有 
( C ) 是平面曲线.又由于 


二0,曲线 


Y = ± 两边求微商 
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ds 


— vfi ― + 


ds ’ 




r 


ds 


ds 


= 0, 曲线 （ c) 也是平面曲线 • 


但 关 o 

38 证明因为 r = Icosh i ,2sinlw ， e f 丨，所以 

r = jsinh t ， 2cosh 1 9 e \ , 

〆 ' 二 1 cosh t ， 2sinh 1 9 e \ ^ 

= Isinh t ,2cosh 1 9 e \. 

(|^ ， ;*", 广）二 0 ，即 r 二 0, 故曲线为平面曲线 . 

l\^6a^ 3 , a( 1 + 3t 2 ) j^f6at I ，所以 


r 


39 证明 ：因为 

二 \3^f6at 2 y 6at K 

r //= \6^f6at ,6a ,0}, 

r=\6Sa, 0, 0L 

〆 x r' = 6a 2 j —-/6 »6f, - 3 , /6t 2 } ， 

I 〆 x r 〃 I = 6\^a 2 (3t 2 + 1), 

(r\r\rn= -216a 3 , 




r 


a 


a 


所以 


2 


( 3 r 2 + l) 

40 解 ：因为 a 、 i? 、 y 是一组伏雷内标架，所以可设 W(s) 

= a(s)a + b(s)fi + c( 5 ) 7 * 

根据伏雷内公式有 


a 


y 


= kfi= W(s)x a = b(s)fix a + 

-b(s)Y + c(s)fi 


(^)y x a. 


c 


k 


因为 y 丄/»，所以 


b(s 、 ^0,^(5) — k 9 

rfi=W(s)x r 

(s)a x 7 + b(s)ax 7 


一 a 
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( s)p 


— a 


々 y . 可以验证所得 W ( s)m 


所以 a ( s ) 二 r ， 故 W(s)^t(s) 

足 W(s)Xfi. 

41 证明 ：因为 


2 


2 


+ (^ t ) 

2pp + 2pa{pa) 二 0 ， 

p(p + <y(fxy) )=0. 

I 

古0,所以 p + a(pa) = 0 ， 又 •所以 


9 


k 


因为 


k 


(p<y)' =0 ， 

payY = 

[fyt + ] y 




+ (W y 一 p 


( 


pp + pry 一 


r JA 


P 


所以 r + pfi + pay = m 常向量.于是 

(r - m ) 2 - I - pfi ~ p ^ y \ 2 = 〆 + (/ oa ) 2 = a 2 • 

所以 f ( s ) 的象在以 a 为半径的球面上. 

42证明 ：必要性:设 r ( s ) 在以 a 为半径，以 m 为球心的球 

面上，根据上题结果可设 

r ( s ) - 


一 poy 


=~ p 


f/i- 


对 s 求导得 


—户（一是 flf + ry ) — (/ Otr ) y + par 


= ~P 


鬌 


A 


所以 


(~).=0,即 


pT —— 




P _ 


知石关 0 .对上式两边乘以 P ， 移项得 

(pa)Cpay = 0 . 

，故/*(5)在一球面上. 


充分 性：由 


pT —— 


r 


PP 


积分得 〆 + Cpa ) 2 

43证 明：必要性： 

设 r ( s ) 是球面曲线，则 k > 0 . 

若 r = 0, 则 r ( s ) 是平面曲线，所以 r ( s ) 是圆，从而常数, 


2 


— a 
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所以 户= 0_ 

可命/=常数，显然有 /+ Y = o 及介 

若 r 关0,从习题42有 Y 


9 


= 0 . 


命/ 二 4 


,rp + f=0,fz^ p 


/ frp^O •若 r = 0,则 p =0,所以 

rU ) 是一个圆，即/ * U ) 是球面曲线.若 r 关0,则 p = fT ^ 0 .f = 

芑 •于是 


充分性：设々>0,且 fv 


— 户， 


P _ 


+ T|0 = 0 


从上题知， r (5) 是球面曲线. 

44证 明：必要性： 

设/*(0是一球面曲线，^：>0,存在/使 

fr = p 9 ftzp = 0. 

若 r = 0,由 （* ) 得^ = 0.即是=常数. 

取 A ^ l / k 9 B 为一固定数.则 


rds + Bsin 


rds 


k A cos 


1 


若 r 关0,由 （*) 得 


P 


+ r /3 = 0 


d / — 


命 /= rdsM 


，故 


ds 


2 + & 

即# + P = 0 .解此微分方程，得 


= 0 


ds 


p = Acos /+ Bsin /， A ， B 为常数 


把 / 代入，即得 
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rds + Esin 


rds =1* 


k A cos 


充分性 


设 


rds + Boos 


/= _ A sin 


rds ， 


A cos 


rds + Bsin 


rd ^ 


因为 


k A cos 


rds + Bsin 


zds 


所以々尹 0 及 A cos 


rcb 1 + Bsin 


rds 


从而 


=P 




f = 一 Tp,fv=p,k>^ 


由前题可知， r ( s ) 是球面曲线. 
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习 


- 曲线为 ( 


1 解 


V = V 


U 


0 


= I u cos , u sin z; 0 , bv^ 1 ， 


它是与 z 轴垂直相交的直线 . 

一曲线 u 二 &) 为 


v 


bv !， 


u 0 cos v j u 0 sm v ， 


它是圆柱螺线 . 

2 证明坐标曲线为 


= \a(u + v 0 ) 9 b(u - v 0 ) y 2uv 0 } t 
\a(u Q + v) y b(u 0 - z;) ,2w 0 v } 




r 


它们都是直线族，又双曲抛物面上的直线必属于两族直母线 之一, 
故曲面的坐标曲线就是它的直母线 . 

3 解因为 r 二 i acos dcos <p f 


d\ 9 


dsin <p 

— \ - a cos 0sin <p 9 a cos dcos ， (M ， 


,asm 


acos 


9 


e\ • 


卜 


^sin <p , acos 


dcos<p ， 


■ i — 


一 asm 


r e 


asm 


所以，切平面的方程为 


Y — a cos 汐 sin 


Z - a sin 6 


X — acos dcos <p, 

^sin <p 

— a sin 0cos <p 

(cos dcos ^p)X + (cos 沒 sin <p)Y + 


9, 


0 


= 0 


+ acos dcos <p 

Osin ip 


— acos 


e 


一 asm 


acos 


6Z — a = 0 


■ 


sin 


法线方程为 
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X — 


6cos <p 


Y - a cos 沒 sin 

一 acos 6 

6 — a sin 8 


a cos 


9 


汐 cos 

一 a sin 6 sin 


0 


0 


<2 COS 


9 


sin 


9 


a cos d 
Z — a sin 6 

^sin <p a cos dcos <p ， 

^sin <p 


9 


a cos 


cos 


<P 


— a cos 


一 <2 sin 汐 cos 


9 


- asm 


X a cos Geos 


<p 一 Y — cos 汐 sin 


<p _ Z - asm 6 


cos 没 cos <p 


Osin 


sin 6 


cos 


<P 


解所给椭圆柱面的参数表示为 


— { a cos 6 sin 8 9 z\ 


于是 


〜 =I 一 a sin d.bcos d ,0\ , 


二 io,o，ij 


Z 


切平面的方程为 


X - a cos d Y - bsin 6 Z — 
一 a sin 8 


z 


6 cos 8 


0 


= 0 


0 


0 


(6cos d)X + (asin 6) Y — ab = 0 


当 0 = 沒 0 时， 


=I acos 沒❶， 6sin 6 0 ,z \ ， 


为椭圆柱面上的一条直母线，所以在此直线上的每一点，该椭圆柱 
面的切平面均为 


( 6 cos d Q )X + (asin d 0 ) Y - ab = 


3 


a 


证明因为 


，所以 


u 9 v 9 — 


uv 


3 


a 


1，0, 一 




U V 


3 


a 


0 , 1 ,- 


V 


UV 
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于是切平面的方程为 


3 


a 


Y^v Z- — 


X 一 


u 


UV 


a 


0 


U V 


3 


a 


0 


uv 


3 


x + i Y+z - 3 ^=° 


3 


a 


2 


U V 


^ ■，所以四面体的体 


三轴上的截距分别为 3 w ，3 


它在 


V , 


Z 


工 、: y 


uv 


积 




3 


二 const 


V = -y *3w m 3v* 

解因为 r = 丨1/ + 1，“ 2 + 1 2 ，“ 3 + < ^ 3 丨，所以 

r u = \l f 2u ， 3w 2 1 ， 

r, = {1 ,2vj3v $ I. 


2 


uv 


由已知条件有 


2 ， u 2 + v 2 =2, u 3 + v 3 =2, 


u 卞 v 一 


解得 


, t ; 一丄 • 

(1.1) = ll »2,3 l , 

( 1 » 1 ) = { 1 » 2 , 31 , 

(1.1) x r v ( l ， l ) = 0, 


u 一 


所以该点不是曲面上的正常点，故该点处没有切平面. 

7证明设曲面上经过 P 点的任一条曲线的方程为工 = 


( i ). 或记为 

- \ x(t) ,y(t) 9 z(t) \ ， 


z = z 


X 


每， g， ㈤ 是__■由 


则 


r t 二 
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F(x(t) ,y(t) 9 z(t)) =0 


两边对？求微商，得 


djc 


dy 


dz 


F； S + F ^ + F ^ =0 


m ^ I dx dv dz I 

因为 k ’3， Z 7| 


是曲线的切向量，所以 I 圪， 是垂直于过 


切点、 P 的一切曲面曲线的向量，因之可以作为曲面在 P 点处的法 
向量，于是经过 p 点的切平面的方程为 

(x - x 0 )F / JC (x 


+ (y~ yo)F / y (x 0 , 

y Q ,z 0 )^0. 


o ， 3^0 ， 


: Vo ，之 o 


( 之 - z q )F\ ( 

解曲面的方程为 


JT 


0， 


z 


=1，则 


ooyz 


FA 


: Vo ，之 o ) 


， F ,( 


Jo ，之 o ) 
一 *^ o 《0， F r ( 工0，，之 o ) 


X 


-3 ^o 


X 


0 ， 


0 ， 




^o3^o 


切平面的方程为 

(«r — J 0 0 )y 0 z 0 + (y - y Q )j： Q z 0 + (z ^ z Q )x 0 y 0 


= 0 , 


或 


工: y 。 之 o + : y 工 o 之 o + — 3 = 0 


由两平面平行的条件 


)0 之0 — 工0之0 — 工。 


解得 X 。= 1，％ = 1，2：。二1 . 所求切平面的方程为 


x + y + z = 3 


证明因为曲面方程为 x ^+ y ^ + zi 


2 


= a ! ，所以 


2 


2 


2 


F 


F 


F 


- X 


T 


一 

在曲面任一点户(工。，％，2：。）的切平面方程为 

( y ^- yo ) yo ~^ + ( 之 - z 0 ) 


- 


3 


X 


y 


z 


(X - x 0 )x 0 


T + 




Z 


o 


2 


T + 


T — a 7 


xx 0 


yyo 


zz 


0 
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鲁 


与三 坐标轴的交点分别为 

■ 

( aU ，0,0) ; (0, Jy 。 士，0) ; (0,0,3>去）. 

在三个坐标平面上的三条线段长的平方和为 

[(a^x 0 ^) 2 + (a^ 0 ^) 2 ]+ [(a^ 0 ^ ) 2 + (a^ 0 T) 2 ] 

\(a^y ^) 2 + (Jz^) 2 ] 


2 


2 


4 


二 2a T (x 0 T 


T 


+ 


之 0 


3^0 


4 


2 


2 


= 2a J m a J = 2a = const 


10 证明因为曲面的方程为 z = : r / 2 .取 x 和/ = 2为 

\ x / x 

参数，则曲面的方程可 写成： 


: \ x ,xt t f(t)x \ , 
r t = \0,x . 

切平面的法向量（即曲面的法向量）为 

iV = r : x r , = | xtf (t) ~ x/( t) ， - xf (t)^}. 

曲面上任一点处的切平面方程为 

[xtf (t) - xf{ i)](X-j：) - xf ( ^)( Y - v) + x(Z - 5:)=0 


则 


X 


或 


[octf (t) - xf( t)]X - xf{t) Y + xZ+ [xyf (t) - x 2 tf (t)] + 

[x 2 f( t ) — xz] = 0. 

因为 y = xr，z = x /( i )， 所以切平面的方程为 


. yf ( x )~ Z ] X ~ xf ， ( x ) 


y + xZ = o 


由此 可知： 切平面通过坐标原点，即此曲面的所有切平面都通过一 
个定点. 


11解因为嫌旋线方程为 r = I acos t ，asin t ，& 1 ，贝! 1 

i — a sin 1 9 a cos i ， 6 } ， 




t 
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切线的方程为 


x — a cos t _ y — a sin t _ z — bt 

a cos t 


b 


**■ asm t 


设上述比值为 A ， 则以 r ， A 为参数的切线曲面的方程为 


r = { -^ aA sin r + a cos t , aA cos t + asin / , 6( / + A ) i , 
r t = \ - aA cos t ~ asin 1 9 - aXsm t + a cos t ,b \ 9 

r x - \ - asm t cos t jb \ , 

I 一 abksln t , abX cos 


Ah 


x 


广 A 




t ， 


— a 


由于曲面除 A=0 的点外，各点的法向量可取为 

N = { bsin t , 

它与 Or 轴的夹角的余弦为 


一 6 cos / , a } , 


N 


0* 6 sin ，十 0( — 6 cos t) + 


a 


a 


cos 


9 = 


TnTTTT 

所以切线曲面的法线与轴成定角 

12 证 明：因 为曲面 s ： r= u 


~ const ， 


沪⑴ I ，所以 


cos v 9 usm v , 


,0 L 


cos v , sin v 




—u sin v 9 u cos v , 


<p sin v ， — （p cos v ^u\ 9 


X r 


(p COS V 


u 


X 


2 


2 


n 




u 


9 


u 


9 


u 


9 


13 证 明：因 为曲面 S：r = \u 


asin 2v [, 设切 

点的坐标为 （ w 。 ， i； 0 ) , (asin 2vY = 2acos 2 1 ;, 代人上题的结果，并 

计算曲面的切平面方程为 


cos v , u sm v t 


2xasin v 0 cos 2v 0 ^ 2ya cos v Q cos 2v 0 + 


zu 0 - au Q sin 2v 0 二 0 


将曲面的方程代人上式，得 


2asin( v — v 0 )[ u 0 cos( v + t; 0 ) — ucos 2v 0 ] = 0, 


得交线的方程 
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( 1 ) 


I _ Po ， 


u 


( 2 ) 


COs( 77 十幻 0 ) 


u — 


cos 2v 0 


交线 （ l ) 是通过切点的曲面的直母线•另一条交线的参数方程为 


cos( V + v 0 ) 


u 


[cos(2x; + t; 0 ) + cos v 0 ], 


0 


cos v — 


a : = u 0 


2cos 2v 


2v 


cos 


0 


0 


cos( V + v 0 ) 


u 0 


)-smvn ] 


_sin(2 


卞 t ； 


sm v = 


: V — 


o 


2cos 2v 


cos 2v 


0 


0 


二 a sin 2v 


z 


由前两式消去 ^ 得 


u 0 s\nv 0 
2cos 2v 


u 0 cosv 0 
2cos 2v 


y 


X 一 


0 


0 


U Q 


u 


0 


2cos 2z; 0 


2cos 2v 


o 


可知交线是一椭圆 


习题 2*2 


= \a(u + v) 、 b{u - v) j2uv I , 
t = i a ,b ,2v\ f 

t 一 la，— 6,2w}- 

a 2 + b 2 + 4v 2 , F = 

+ b 1 + 4m 2 . 

/ = (a 2 + 6 2 + 4v 2 )du 2 + 2(a z ^ b 2 + 4uv)dudv + 

(a 2 + b 2 + 4u 2 )dv 2 . 

={ u cost; , u sin v jbv\ , 

=1 cos v , sin v 

1 — u sin v , u cos v , 

E = l,F = 0,G-u 2 + b 

I = du 2 十 (w 2 + 6 2 )d 


一 6 2 + 4 uv 9 


E = r 




2 


G = r 


m 

m 


* 


， 0L 


b \ 




2 


2 


V 
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又由于 F = 0, 所以坐标曲线互相垂直. 

I = dw 2 + sin h 2 wdt ; 2 ，沿曲面上曲线 


u = V ，有 


3 


d^ 2 = du 2 + sin h 2 udu 

=(1 + sinh 2 u ) du 2 
— cosh 2 udu 


2 


2 


设曲线 


上两点4(“ 1 )，石（心）（“ 1 <〜），则曲线的弧 


u — V 


长为 


ds 


-i—du - 


s 


u 


du 


=I sinh u 2 一 sinh u x I 


sinh 


u 


由 I = du 2 + ( u 2 + a 2 )d 幻 2 ,得 

E^ljF — OyG 


2 


2 


u + a . 




曲线 


o 的交点为仅=0，1； = 0，在交点(0,0) 


0 , 


+ 




u 


V 


U — v — 


处， £ = 1 ，F = 0 ,G = 


2 


a 


du 


= 0 得砮 =1 所以 


由 w + v = 0 


得 t 


一 1 ，由 


U — V 


du ^ 8 u 

dt ; St ; 


du . du 


E 


diy 8v 


cos 


9 = 


+ G 


a 


2 


a 


2 


—1 


a 


6 = 


arccos 


a 


axy \ ， 

= IlfO,ay I f 

=|0， l，or f . 


U ， 


y 


在交点 U 。，％) 处， 


， F = a 2 x 0 y 0 ， G = 1 + 


E = l + 


2 2 


a 


a 


JOq 
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2 


F 


a x 0 ^ 0 


cos d = 


2 


a x 0 y 0 


d = 


arccos 


对于 w — 曲线： dz ； 二 0, dw # 0 •代人 EdwSw + 

F(dubv + dpSw ) + Gdz ； St ; = 0 中得 

Edudu + FduSt ; = 0, 

因为 cU 关0,所以 w -曲线的正交轨线的微分方 程为： 

E8u + F8v 二 0. 

同理可得 u - 曲线的正交轨线的微分方程为 

F8u + G8v = 0. 

7证明因为 d w ，扣不同时为0,不妨设 dv ^ O . 由已知条 


件有 


2 


du 


du 


+2Q £ + R =° 


P 




设上面关于砮的二次方程的两根分别为 


du Su 


由韦达定理 


dv 9 8v 


% 


得 


du Su 
dv 8v 

du R 

_* — 一 — __ 

dv P 

du 8u 

dz; Bv 


Q 


=-2^ 


P ， 


du^u 


代人 E 


+ G = 0 中得 


^ + F 


dv^v 


R 


Q 


E^r + F [ 一 2 吾 +G = 0, 


P 


P 


ER - 2 FQ+GP = 0 - 

证明由于 dr = r„dw + r v dp ， 设 dr 是 


交角的平分 


线.则 


dr 


=dr 


4 E n/g 


144 


dv)^ 


(r u du + r v dv)*^^ (r u d 


所以 


u 


a/G 




Edu + Fdv Edu + Gdv 


%/G 




由此式得 


E 2 du 2 + 2EFdudv + F 2 dv 2 F 2 du 2 + 2FGdudv+ G 2 dv 2 


G 


E 


即 E(EG-F 2 )d 

由于 EG - F 2 >0 , 故所求二等分角轨线的微分方程为 

£d « 2 = Gdz； 2 . 


2 


G(EG- F 2 )dv\ 


u 


已选入 2.4 的例题中 . 

解先求球面的第一基本量 


r == | Rcos 6cos <p y Rcos 6^n 沪， i?sin ， 一 号 < 沒 < 号 ， 0< <pK2iz. 

r e = \ — Rsm doos <p^ — R^n 沒 sin ^?,JRoos 6 \, 

=i — Rcos d^n <p，Rcos 6oos <p 0(, 

E = R 2 9 F = Q 9 G — R 

I -R 2 d6 2 + R 2 cos 2 ddq> 2 9 


9 


2 


2 


COS 


6 


cos 


广 "T 厂广2其 ■ 

j y U。fcos dd 9 


d 6 


(J 


7 


7 


27rl? 2 cos 汐 d 沒 = 4 丌只 




先计算两曲面的第一基本形式 


11 


I 


+此 


wcos usm Vj u 


11， 


cos v , sin v t 


=\ — u sin v , u cos v 9 1\ 
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2 


E = 2,F-1,G-1 + 

■ 

I = 2du 2 + 2dudv + (1 + u 2 )d 


u ■ 


2 


V 


餐 


rcos 


^ ,sin 6 ， 


n 


cos 


1 — t sin 6 , t cos 沒， 0 } ， 






2? - 1 


2 


=0，G 


铸 


E 


2t 2 -l 


dt 2 + t 2 dd\ 


簧 


r - l 


将关系式 


du 


6 = arctan u + v 9 


dd = 


+ dv ， 


u 


u 


d/ = 


du ， 


u 


2 


U 


代人 〆 的第一基本形式 r 得 

_2U 2 +1) — 1 


2 


2 


du 


u 


脅 


+ dv 2 + 


V u 2 + 1 


2 


U 


u 


2 


dudv 


u 


— 2du 2 + 2dudv + (1 + u 2 )dv 2 . 

由 / = r 知两曲面等距等价. 

由于 rU ， t ;) = ，（没，炉），所以 


铸 




9u ， 


e 


U 


U 


9 




* 


e + 




8 




V 


9 


V - I dr* 


,rl dd + r* d^] 
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[rl (d u du + 6 v dv) + r* (<p u du + <p v dv)] 
[(r ； Q u + r* 9 <p u )du + (r* g 6 v + rl<p v )dv] 
[r u du + r,dt;] 2 -|dr| 2 


2 


由于 


，所以 


= r ； d u + 

E = r 2 u = (r;d u + i 


S v + r 


<Pu^r 


?v 


$ 


9 


9 


) 


9 


9 


rlB\ +2r ； -rld u <p u + r ； 

6 2 u + 2F^ 6 u9u + G 


2 


• r 


9 


8 


9 


2 


朞 


=E 


9u 、 


同理可得 


F=E* dJ v + F*(d u <p v + <p u d v ) + G 

G = E* d 2 v +2F" d 

13 由于曲面 S ：r = \u cos 0 , u sin ❹， u \ ， 

E~r 


? 爪， 


2 


+ G* 


9v 


9 


V 


2 


r 6 ^ r u =0,G= r 2 u =2 


,F 




一 u 


6 




du 


dd 


cot ^ 


u ^dd 


41 




所以弧长 


2 


\：Hfe) 


d^du 


du 


7 


s = 


+ 2F^ 


+ G 


dd 


dddd 


dd 


j 


2 


u 2 +2 


2 


d 沒 


cot 




u 


4i 




2 


1 + 2 cot 


udd 


4i 


0 


/? 


• ( e 喊長 


1) /cot 




4i 




2 


— tan ( 

4i 4i 


1 + 2 cot 


- 1 ) 


Jtoo 




e 
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dr 


d 沒 


dr 


u 


COS 


de f 


u 


du 


dd 


2 


du 


2 


十 2 


u 


dd 


UCOt -T=z 




u 2 + 2w 2 cot 2 




cot 」= 


n 


=const 




2 


1 + 2cot 




4i 


f 的 E = 1，F = Q，G = 

u 2 + a 2 . 曲面上曲线的微分方程为 du = V u 2 + a 2 dv ，将其代人正 

交条件的方程 


14 解由于 /—U 


cos v , usm av 


dv 8v 

■ ■ 

du Sw 


dv 8v 


E + F 


+ G~ 


= 0 , 


du 8u 


得 


8v 


1 + ( u 2 + a 2 ) 


= 0 , 


du 


v 


积分得正交轨线族 


U + \/ u 2 + a 2 = Ce~ v (C 为积分常数 ） . 
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15 解因为 


r = \ R cos 0cos 炉， i? cos ^sin <p , i^sin 6 [ ， 

E = R 2 cos 2 6 y F = 0,G = R 2 f I^R 


2 


ed<p 2 + R 2 de\ 

对于球面的子午线 ？> = coiist，dp = 0 .设所求曲线与子午线的夹角 
为 CT ，则 


COS 


R 2 dd8d 


cos a 


bd 


cos 2 dd<p 2 十 80 2 


化简得 


cos 2 08 <p 


ZdiTi ct — 7 


86 


由于弃，令 


令，则有 


tan a = 






网 9 


积分所得的微分方程，得 


Q 


丌 


4 f 卜 C#(C 是积分常数）. 


cot 


因为 


16 


r = 1(6 + 


9 ?)cos 3 f (b + 

= I ~ (b + a sin 99 ) sin d，（b + 


<p)sm d 9 


<p \ ， 


asm 


asm 


a COS 


?>)cos 沒， Ol ， 


asm 


d ， 


<p \ ， 


9 ?sin 6 9 

9 ) 2 ，F = 0 ， G= a 2 , 

O<0<27r,O<9J<2jr, 


acos 9 

E = (b + 


acos 


一 asm 


9 


asm 


表面积 


a 


n 


a(b + 


<p)d8d<p 


asm 


0 


2 


— 4abn 


149 


17 证明由于 r 二 i 


wcos v - r w v sin v 9 zvsin v + vu v cos v , 


u 


， u? u sin v + xv uv cos v , 1L 

V + Zt^COS V j0 \ , 


一 xv^sm v 
vusm v ~ xv^sm v » wcos 

E = l + (w 2 u + vo \ v ) f 


XV., COS V 


={ 一 


所以 


F = 


w 


XV 


心， 


UV 


2 


G = (vu + ) 


I 


a cos v , a sin v 9 u \ f 


= 10 , 0 , 11 , 


ol. 


a sin v , a cos v , 


2 


所以 


E 


— a 


由题设应该有 


E _ F _ G 


=A = const. 


2 


= A 2 , 

(+ w)-0 9 
(w+ xv w ) 2 = X 2 a 2 


(1) 


XV 


UV 


( 2 ) 




(3) 


由 （ 2) 式知 w uv =0 , 或 
0 与第一式矛盾 . 

从而知 

= /( W ) 或 


= 0 •但当 


+ w — 0 时，可得又二 




XV 


XV 


= 0, 则 w = /( w ， t；) 是 M 的函数或者是 t ； 的函数， 

g( 幻） . 这样从方程 r = 1 

wi 知曲面方程为 

— j/( u )cos V 9 f( u ) 


zv 






XV 


XV 


v — ^ sin v f 


wsin v + w t} cos v ， 


fu \ 9 


sin v 


它是旋转曲面 


习题 2.3 


1 解因为 r = j cosh 


u cos v ,cosh usm v f v \ 9 
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=Isinh 
:j 一 cosh 

=i cosh 
=i - sinh 
二 j 一 cosh 


sinh wsin 以， 11 ， 

cosh u cos v , 
cosh usin t;,01 , 
，sinh 
— cosh 


U COS V ， 


u 


01， 


u sin v , 


v 


u cos v ， 


uu 


ol ， 


u sin v 


u cos v ， 


uv 


ot. 


U COS V ， 


usin v ， 


所以有 


cosh 2 u , F = 0, G = 


2 


£ 二 


=cosh 


u 


u 


u 


V 


V 


因为 


r u Xr 


V 


_ x 

_ _ 1 


sinh u 


7 」 


cos v , — sin v , 


u 


u 


V 


所以 


L = r 


= 一 1， M 二 


= 0，iV = r 


uu 


uv 


因为 2j: 3 = 5x] + 4x^2 + 2x 


2 


2 * 


i + 2x x x 2 + x \ ， 


- JO 


2 


3x 


p= d^r 5xi+2x 


2 ， 


djc 


g 二 ^ = 24+2x2, 

_ Xj, 
r ~ 


= 5, 


2 


a 


X 


3 


= 2, 


s = 


J0 3 


= 2 


在原点有 


/>= 0，<7 = 0 , 


5，s = 2，f 二 2 


所以 
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E = l + p 2 = l f F=pq=0 J G = l + q 2 = l 9 

= 5，M = 


s 


Lf 二 


= 2，N = 


= 2 9 


I=dx 2 t +dx 

II 二 5dxj + 4^3^ dr 2 十 2dr 

3 证明：由于 r = I 


2 


2 ， 


2 


bv \ ， 


u cos v » u sm v , 


01， 


cos v 9 sin v 9 


u 


yb], 


u sin v , u cos v 


V 


- lo,o,of ， 


uu 


= {- 


， o }， 


sin v , cos v 


uv 


o! 




u cos v f — u sin v , 


所以 


2 


e = i 9 f = o 9 g 


+ b 2 




u 


I 6 sin 


一 6 cos v 9 u\ 


V, 


2 


2 


U + b 

L = 0 9 Af = 一 b ， N = \ 

EN - 2FM + GL = 0 


故 


因为 r = j 


U 工 2 +办 2 )丨，所以 




2 


p = ax 9 q = by. 

0 9 t = b 


r — a 9 s 




在 （ 0,0 ) 点有 


Po = ^fqo=0 9 r 0 = a 9 s 0 =Oa 0 ^ b 9 

E = l，F = 0，G = l，L = a，M = 0，N = 6, 

I = dx 2 + dy 2 , 


= cidix^ + bdy 2 ， 


故在 (0,0) 点沿方向 （ dx:d ： v ) 的法曲率为 
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2 


dx 


+ b 


a 


2 


2 


_ adx + bdy _ \ dy 

dx 2 + dy 


々 ” （ dx:d ： y)= 


丁 — 


dx 


dy 


5 解因为平面； r 与单位球面的交线为圆，其半径 

所以交线的曲率 


k = 


因为球面 S 上任意点处沿任一切方向的法截线为 s 的大圆， 
所以 7 T 与 S 的交线上任一点处沿交线的切方向的法曲率 L = 1.. 
(取 W 指向球心）. 

6证明对于球面 I = { i^cos vcos u , R cos 


R sin i ； f 


t;sin u , 


有 


2 


2 


^du 2 + R 2 dv 2 , 

II = 一 (R cos 2 vdu 2 + i?dtr 2 ) 


I =R 


cos 


所以球面上任意点， t ；) 沿任何方向 （dM 的法曲率为 


n 


k 


T R 


又由于 


_ II = Ldu 2 + 2Mdwdt ; 十 Ndv 2 

广丁 Edu 2 + 2Fdudv + Gdv T 


k- — 


R 


化简得 


(RL + E)du 2 +2(RM+F)dudv + (RN+ G)dv 2 = 

因为对任意 du ^dv 都成立，故有 

RL + E = RM+ RN+ G = 0 9 


L M N 


E F G R 


7 解辱为 r =| 


fbv \ 9 


u cos v , u sin v 


2 


E = l 9 F-0 f G 




u 
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一 b 


y N^0 


L :0， A / 二 


由于 L = JV = 0 , 所以，正螺面的曲纹坐标网是渐近网，则一族渐近 


线是 


fbv\ f 


= | u 0 cos 


V ， UqSITI V 


这是鳔旋线.另一族渐近线是 


,bv 0 } ， 


= { wcos 


t；o , usin v 0 


这是直线. 


见 3 . 3 节例题. 

证明•.设空间曲线 （ C ) : /* = rG ). 它的主法线曲面 s 为 

r = r(s) + tfi(s), 

_ 

r s = a(s) + t( ^ ka + ry) 

■ 

二 （1 一 灰广 ） a + try 9 

r t = fi(s). 




曲面的法向量 


N = r s x r t = [(1 - kt)a + try ] x /J 

=(1- kt)Y ~ tea, 

= 0 ， N = y 、 曲线的主法向量与曲面法向量的夹角 6 


沿曲线 （ C)y 

W ， y ): 异.由于 


2 


7C 


k n = k cos 6 = k cos — 0, 


2 


所以曲线 （ c ) 是曲面 2 的渐近曲线. 

10 证明因为 z = + 所以 

p = f(x) 9 


5=0, 


S 


M = 


= 0 


1 + p 2 + q 2 


曲面上的曲纹坐标网是共轭网.故曲线族 i = 常数， 3 ;= 常数构成 
共轭网. 


154 



对于正螺面 r= \ u 

E = 1 ,F = 0 ,G = 


11 


cos v , usm v ^cv\ , 


2 


U 


一 c 


,N-0 


L = 0 ,M = 


曲率线的方程为 


2 


2 


dv^ — dwdt; du 


2 


2 


0 


u + c 


= 0 , 


一 c 


0 


0 


化简得 


du 2 + (u 2 + c 2 )dv 2 ― 0, 




du 


=±dv 


积分得 


In I m + \/ u 2 + c 2 I = 土 


V + c 


擎 


所求曲率线为 


V = c x , 




V 


C 2 


12 解见 3.5 节例题. 

13解因为/ ■ = j 备 （ w — 幻），春 （ w +幻）， 


uv 


2 


2 


2 ， 


b 


a 


v 


2，2，2 ， 


b 


a 


u 


2 ， 2 ， 2 I ， 

二 lo,o,ol ， 


0,0 ， 


UV 


二 {o,o,oi 


UV 
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E = \-(a 2 + b 2 + v 2 ) ,F = ^r{ - a 2 + b 2 + uv ) ， 


所以 


4 


4 


G = A-(a 2 + b 2 + u 2 ) 9 


4 


ab 


，N = 0 


L =0，M = 


曲率线的微分方 程为: 


2 


2 


d “ 


— dudv 


dv 


+ b 2 + uv) -r(a 2 + 6 2 + u 2 ) 


2 


~r(a 2 + b 2 + v 2 ) -r( 


— a 


4 


4 


4 


= 0 


ab 


0 


0 


化简为 


du 


dv 


积分得 


14 证明设曲面上曲率线 r 的方程为 

r 二 r(5 )， 


因为 Z(«,y) = 0( 定角），所以 


r 二 cos 心两边对 S 求微商得 


擎 


由罗德里格定理知 一7 = 0,故有 

«•(- rfi) = 0 . 

若 r=o, 则曲线 r 为一平面曲线. 

= 0,则》丄罗，即 r 是渐近线，又由已知 r 是曲率线， 


若 


由于 


d/i - - k N dr ， 


所以 d»=0，n 为常向量. 

d(n*r) 


r + n m dr — 0 9 
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所以 


d(n *r) = 0, 


r = c 


即 r 为平面曲线 


15 证明对于曲率线 r:r=rG) ， 由于 /f 垂直于切平面 ， y 
垂直于 r 的密切平面 . 依题意 n 与 y 成定角 . 由上 题知： r 是平面 


曲线 


见 3.6 节例题 . 

由拋物面 z = aU 2 + 3 ； 2 ) 知 

P 二 2ax , q = lay 9 r -2a 9 s =0 =2a 


16 


hr? 


17 


在 （ 0,0 ) 点 


Po - O y q 0 -0,r 0 = 2 a ,s Q =0 , t 0 = 2 a , 


E = ^jF — 0 J G = l i L=2a J M = 0 3 N — 2a 


代入主曲率公式，得 


2a — k N 


0 


= 0. 


0 


2a — k 


N 


主曲率为 k x =2a f k 2 ~2a. 

18 证明由欧拉公式知 

k n = k x cos 2 6 + k 2 siri 6 ， 


(1 + 个 + 沒) 


2 


k n ' = k x cos 


… = ki sin 2 6 + k 2 cos 2 d f 

所以 k n + kl = k x + k 2 = const. 

19 证明因为乂 +hsin 2 t 对于渐近曲线，走 


0 ,所以 


k ! cos 2 6 + k 2 sin 2 0 = 0, 


是 1 


tan 6= ± 


k , ， 


2 


渐近方向间的夹角 <p = 2d •所以 


k x 


0 

丄 = const 


2 


=一 tan 


k 


2 


2 
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20 解见 3.6 节例题 
21 解因为 


，所以 


z = axy 

p = ay ， q = ax ,r — 0,5 — a,£ = 0 


在 (0,0 ) 点有 


Pq — 01 9o — 0 ，广 0 — 0，So — d j to 一 0, 


£ = 1 ,F = 0，G = 1 ， 

L=0 ， M=a，N = 0- 

曲面在 (0,0) 点的平均曲率 H = 0, 高斯曲率 K = 


一 a 


22 证明因为 H = + = 


2 




2 


当々1 = -时为平点， 

当走 i =—是 2 关0时 ， K = h •是 

23 证法一由于 


- 4<0, 为双曲点 . 


LG-2MF+ NE 
2(EG-F 2 ) 

LG-2MF + NE = 0, 


= 0, 


所以 


2M 


N 


( 


) 


( 1 ) 


+ F 


£ 


+ G = 0 




L 


L 


对于渐近线 


Ldu 2 + 2Mdudv + Ndv 2 ― 0, 


有 


2 


du 


IMldu 

L dt ； 


N 


dv 


L 


于是有 


du 8u 

dv Bv L ’ 

du • _ N 

dz; Si; L 


2M 


( 2 ) 


将 (2) 式代入 (1) 式，得 
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Edu8u + F(du8v + dv8u ) + Gdv^v = 0. 

此式说明两个方向（(^:(11；)，（知：^；)互相垂直，故曲面上的渐近 
网构成正交网. 

证法二由 


KEG-F 2 ) 

LG-2MF+ NE = Q. 

选取坐标网为渐近网，则 L = JV = 0 .由 （1) 式可得 

_MF = 0. 


得 


( 1 ) 


因为 M 关 0( 非脐点），所以 F = 0 •坐标网为正交网，即渐近网是正 


交网 


证法三由 


R _ LG-2MF + NE + k 2 

2(EG-F Z ) ~~^~~ 

k 1 = - k 2 , 


= 0, 


2 


得 




tan 6= ± 


7 = ± 1 


k 


2 


所以 


d= 


4 ， 


2沒 =± I 


2 


' 即渐近线的夹角为 j ， 渐近网为正交网. 

24解 因为 

r = \(b + 


9 )cos d y (b + 

9?cos dj 


9)sin ^^asin <p \ ， 
9sin 8 9 acos <p \ f 

a cos ^p)cos 汐， 0} 

<psin 6 9 — 

史 sin 汐 ，一 asin 炉 cos d^ 0 \ f 


a cos 


a cos 


asm 


— asm 


9 


r e ^ \ - (b + 


9 )sin d 9 (b + 


a cos 


J 

- J 一 


y>cos 8 t 


9} , 


a cos 


一 a cos 


asm 






asm 
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<p)cos d ， — (b + a cos <p ) sin 6 ,01 


二 I 一 （6 + 


a cos 


r ee 


<p ) 2 ， 


则 E = a 2 ,F = 0,G-(6 + 

L = a，M = 0 ， N= (6 + 

因为 6 >a >0, 又 —l^cos 9<1 •所以 

a ( 6 + 


a cos 


9?) cos <p 


a cos 


9) >0 


a cos 


高斯曲率 


2 


<p )cos <p — 


LN- AT _a(b + 

EG - F 2 ^ a 2 (b + 


cos <p 

b + a cos <p 


a cos 


<p) 


a 


a cos 


K 


当 Q<<p< 


2 


时， K>0, 是椭 圆点 ; 


3 丌 


亏 <<p< 2 n 

当号时， K<0 , 是双曲点 

^ <p = ~M <p 


时 ， K = 0, 是抛物点 . 


— -^7T 


2 


25 证明因为 r = j g{t)cos d jg{t)s\n 6 

r t = ig'U)cos 沒 ,〆 （ f)sin 6 ，f {t 、\ ， 
r e = \ - g(t)sin 沒， gU)cos 沒，0 | . 

E = [g ， (O] 2 + [/(O] 2 ,F = 0,G = [g(i)] 2 , 

I - ([g'it )] 2 + [f {t)Y)dt 2 + [g(t)] 2 dd 2 . 


将上式改写成 


，2 


2 


g 2 “)( 


g 


dt 2 + 


2 


I 




g 


作参数变换 


n 


2 


g 


dt yV = d 


u = 


g 


则 


n 


2 


g 


dw — 


dt ， 


v — 


g 
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第一基本形式变为 


\ ~ g 2 (du 2 + dv 2 ). 

分别是曲面 SpS: 的单位法向量.设 ni 
5 1 与 S 2 的交线 （C) 是5,的一条曲率线. 

先证明充分性，即证明当史=尹 0 =0)11贫，则（0是 s 2 的曲率 


26证明设 


1 


= COS 


9 


导 


线 


dn x 


d 


dn 


由 ds^ ni # Ul ^ 


2 


，根据罗德理格定理 




2 


ds 


d5 


d«! 


dr 


=-k 


ds 


ds ， 


有 


dn 


dr 


2 


— k 


= 0 , 


2 


1 ds 


ds 


n 


dr 


dn 


但是 


，且垂直于 n 2 于是有 


ds 


dn 


d 


2 


，又由于 f 丄 H 2 ，所以 


ds 


d 


dr 


ds H ds ， 


d 


dr 


2 


ds 


ds 


由罗德里格定理知 （ C) 也是 5 2 的曲率线 

下面证明必要性 . 


由 


d/i* 

星 


d 


dn 


二 （it 

ds Knx 


2 


2 


2 


ds 


1 ds 


因 （c) 是 SM 曲率线，又是 （s 2 ) 的曲率线，所以 


dii! 


d 


dr 


dr 


cU 


ds 9 dj 


ds 9 


dr 


dr 


又石丄〜 ，&丄 〜 所以 


161 



d 


) z = z 0 , n 1 




=cos <p = const 


2 


2 


27 解 根据曲面上渐近线的性质可知 ：沿曲 面的渐近线的 
密切平面与曲面的切平面重合，于是有 

b = 土 y . 


两边对 s 求微商， 


±7= +(tP) 


所以 


2 


T 


2 


2 


即沿渐近线 


~ dw 


—T ， 


2 




n =o. 

I -2HU + JCI =0 ， 

+ K = 0. 

= 土 

28 证明对于曲面的球面表示 nU ， z ；)， 有 

= K(r„ x r v ). 

对于简单曲面， x r „^0 . 对于曲面上的非抛物点， K 关 0 .所以 

x n v ^ 0 . 

所以曲面上的点与其球面象上的点是 一一 对应的 . 

29 证若曲面是平面或球面 ,h = A 2 , 所以 

r 1 12 

H 2 = ^r{k x + k 2 ) = k\ = k\ = k x ^ 2 = K 


代入公式 


2 


得 


r 


X 


u 


V 


u 


2 


» 


反之，若 h 2 = K, 则 +( 幻 + k 2 ) 2 = k x , 即 


2 


(k x - k 2 ) 2 =0 


从而 h = 々 2 ，曲面为平面或球面 


30 证对于曲面 r 二丨 w cos 0, w sin 0 ， In w 丨，有 


- 1 


F = 0,G = u\K = 


E = 1 + 


~ I ， 


u 
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对于曲面 




r ，“*1， 有 


u cos 


u sin 


2 


-1 


E =l，f =0 ， G* =1+〆 ，K 


u 


因此两曲面在对应点 M = 

假定曲面 r ( r ， 0 ) 与， （ 

( W ，0) 与 〆 （ 〆 ，0* ) 之间的-映射， 

f ( W ，(?) 使其在对应点有 


，没有相等的高斯曲率. 

， e * ) 等距等价，则存在曲面 r 

{u ， Q)W = 


u 


u 


<7 • U 


U 


E 二 E ， F* =G. 

d(u\en 

_ ' 


u 


u 


且 


e 


det 




e ： e 


e 


由 K = IT 得 1 

^^笑0,当且仅当 


u 


土 


二 o •若 


U ， 


u 


U ， 


det 


另一方面，在参数变换下，第一基本量间的变换关系式为 

E^E 


+ 2F^ U ： d u + G* 6：\ 

u : u : + F*(u ： e; +^；«; ) + g # e ： e ; ， 

u； 2 +2F^ u ； 0 ； +G* d; 2 • 


u 


F^E 


所以有 


~r = l + (l + u 2 )d：\ 


e：e 


e 




2 


(1 + u)d 


由前二式得没 

y ( U ，0) 是 -变换矛盾，所以两曲面不等距等价 

31解因为曲面 


= 0,这与参数变换 


= u (u ， d) ， d 


0 


a 辱 u 


工， y ，— 




1 ， 0, — 


0，1，一 


y 


X 


y 


^：y 
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2 




0 , 0 , 


xy 


x y 


x y 


2 


0 , 0 , 


yy 


jcy 


所以 


G = 1 + 


，F = 


£ = 1 + 


jo y 


x 3 ; 


x y 


2 


2 


，N = 


，M = 


L = 


3 


X 2 y 2 


xy 


x 


y 


由曲面脐点的定义，得 


2 


2 


x 


X y 


y 


2 


2 


x y - x y 

= 士 y 二士 1 


解得 


X 


所求脐点的曲纹坐标为 A(1 ， 1) ， B( -1 ， -1) ， C( -1 ， 1) ， D(1 ， 
-1 ). 诸点在空间的坐标为 A(1 ， 1,1),B(1, -1, -1),C(-1,1, 
-1) , D( - 1, -1,1). 

32 证设曲线 （ C): 


( 5 )，其切线曲面的方程为 


= r(s) + vtt(s ) ， 


* 


则 


(s) + v(a(s)) = a(s) + vkB, 


5 


(s) , 


V 


2 


+ (vk + k) fi + vkrj ， 


ss 


= kp 9 


sv 


铸 


r ； x r 


— vk 


V 


Y 


i "T^T 


r, x r 


V 


L= - klr，M = 0，iV = 0 ， 

由于 LN-M 2 二 0, 所以曲面上的点都是抛物点 . 

33 解因为 r = 丨 w , w ， t/ 2 + 幻 3 1 , 
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=|l ， 0,2w [ ,r v = j0,l f 3t; 2 1 ， 

=10,0,2} ,r w = {0,0,6t/|, 

=io,o,oL 


u 


UU 


UV 


I —2u ， - 31/ 2 ,1}, 


m 


2 




L = 


， Af = 0, N = 


2 


LN — M 2 = 


12v 


当。 >0 时， 1^- 从 2 >0 ，尺 >0 是椭圆点 ; 
当 u = 0 时， 1^- 从 2 =0 ， 1 <： = 0 是抛物点 ; 

当 t/<0 时 ， ZJV —M 2 <0 ， K<0 是双曲点 , 

因为 / 

= jO ， 2w ， 11 ， 


2 


+此 


34 


, U 9 U 


\3v 2 ， 0 ， 1!, 

厂 UB = {0,2,0} , r Mt( = 10,0,0 [ , 

= l6u ， 0,0l • 


r 


u 


V 


2 


6v 


12uv 


Af 二 0, JV = 


12 uv 


令 


LN - M 2 = 


= 0 


V EG-F 

解得 “=0 ， T ； =(h 所求曲面的抛物点为 


r { = lv\0,v \ ， 


=(0, w 2 , w i. 

它们是 xz 平面和％平面上的立方抛物线与抛物线 


I 


2 


2 




U f V 9 U — V 


= 11 >0 ,2w} 

= 10 , 0 , 2 }, 

= lo,o,oi. 

E = 1+ 4u 2 jF= ― 4uv $ G = 1 + 4v 2 9 


= \0 9 l y ~2v \ , 

={0,0, —21 ， 


U 


V 


UU 


UV 
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一 2 


2 


, M — 0, = 


L 二 




=_ 2 • 


E^1,F = 0,G = 1,L = 2,M = 0,N 


代入法曲率公式得 


— 2(du 2 - d。 2 ) 

k ， d« 2 + df 

^ du 2 + dv 2 = 1 ，贝！ J du = cos 炉， dx ； = sin 炉，则 

k n = 2(cos 2 <p - 


2 


<p) = 2cos 2<p. 


sin 


此即 t 在 (0,0) 的邻域内的变化规律 . 

36 解因为 r 二 j w 


2 


jV ,U 

r u = |l,0,2u| ,r v 

E-1 + 4u 2 ,F = 4 

L = 2(4w 2 + 4v 2 + 1) 7 , 

M — 0 y N = 2(4m 2 + 4v 2 + 1) 7 


|0， l ，2 i ； 丨， 

， G = 1 + 4t; 2 ， 


uv 


由曲线的方程得 


dv 




d 广 




2 


2 


在 （=1 点， 


3 


dv 


du 


= 2 , 




dt 


将所求结果代入法曲率公式，得 


10 


k 


123 




n 


2 !，由上题知 


37 解因为 r=U 

E = l + 4u\F = 4uv,G^l + 4v 2 f 

L-2(4w 2 +4v 2 + 1)] ,M^0 9 N = 2(4u 2 +4v 2 + 1 )_ 务 


+ 


,V 9 U 


V 




在 （ 1 ， 1) 点， 


E ™ 5,F = 4，G = 5, 
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证若曲面的所有方向都是渐近方向，则对于 


39 


任意的 dw : dz; 有 : 


][ = -dr*d 

由于 dr#0, 所以有 dn=0, 故 n 是常向量 

0, 对 w 积分，得 


0 * 




由 


= f(v). 


再由 r v -n = 0, 关于参数 t ; 积分 
于 #t 丄/^，得 


二 /O )， 有 


二/ "( t ；) •由 


_ 


r 


/ "(t;)=0 , 即 f{v) = C 


于是 


= C ， 


这是平面的向量式方程 . 可知曲面 / *( w ， z;) 是平面 . 

40 证设曲面 r = /•( m ， ! ； ) 在任一点 P 的一对共轭方向为 

P(u , v)du + Q(u 9 v)dv = 0j 

(LQ-MP)Su + (MQ-NP)dv = 0. 

设与只 2 是这对共轭方向的法曲率半径，则由题意 


与 


R x + R 2 ^ 


k x k 

Edu 2 + 2Fdudv + Gdv 2 + E8u 2 + 2F8u8v + G8v 
Ldu 2 + 2Mdudv + Ndv 2 LBu 2 + 2M8u8v + NBv 


2 


一 EQ 2 - 2FPQ + GP 
一 LQ Z - 2MPQ + NP Z 

E(MQ- NP) 2 - 2F(MQ - NP)(LQ-MP) + G(LQ- MP) 

L(MQ-NP) 2 -2M(MQ-NP)(LQ-MP) + MLQ-MP) 

= (NE-2MF+ LGULQ 2 -2MPQ + NP 2 ) 

VlN - M 2 )(LQ Z -2MPQ + NP 2 ) 

_NE-2MF+ LG 

LN-M 2 


2 


2H 


K 
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习题 2*4 


2 


2 


， 2u 3 + 


4 


2 


1 证明 ：因为 


可以改 


U 


~^rV 


uv ， u 


V 


3 


写成 


2 


=I u 2 ,2 w 3 , u 4 [ + 




(u) + vb(u) • 

j{u)= \2u ， 6w 2 ,4m 3 1 ， 


所以 


(w ) ~ 0 , 1 , M I ， 


) = 0, 


所以曲面是可展曲面 . 

2 证明因为 f=| 

+ 2t ； 丨可以改写成 


-(u + v) sin Vj sin v + (u + v) 


cos v 


cos v , u 


2v \ + 


cos t; — zjsin v ,sin v 
I - sin t;, cos v j\\ 


vcos v ， 


u 


(v) + ub(v). 




则 


(v) = \ — 2 sin 

b{v^ = I ~ 

(a’ ， b’ ， b) = 0, 

所以此曲面是可展曲面 . 

3 证明 ：因为 r =j 


V - vcos v ,2cos V — T7COS V , 


2 }, 


0}， 


cos v , - sm v y 


+ 6 丨可以改写成 


u cos v , wsin v jav 


— {0,0,ai; + 6 } + u\ 

= a(v) + ub(v). 

fl’ （ v)=|0,0,a 丨， 

(iy ) — j — 

(aybyb') = a^O ， 


0 } 


cos v , sm v ， 


则 


01, 


sin Vj cos v ， 


故曲面不可展 . 


证明设有空间挠曲线 


U )， 由它生成的主法线曲 
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面的方程为 


(s) + vfi(s ) ， 


(5) = a(s) 

(fl’ ， 办 ， &’）= (<* ， P ，- ka + ry) = r^O 


ka + ry, 




a 


故曲面不可展. 

曲线的副法线曲面为 


r = a(s) + vy(s) ^ 

r(s) = 

(〆 ， fe ， &') = (a ， y ， 一 r/J ) 二 rT^O 


— TO, 


故曲面不可展. 


平面族 

F{x,y,z,a) 


jysin a — zsin a — 1. 

3；sin a ~ zsin a ~ 1 — 0, 
3；cos a — zoos a ^ 0, 


+ 


xcos a 




j：cos a 


F 


一 jrsm a 


a 


+ (y ^ ^)sin a ~ 1 — 0, 

+ (y — z )cos a = 0, 
x 2 + (y ~ z) 2 — 1 

曲面上的点都是正常点，故上式便是所求包络的方程. 

6解平面族 a 2 :r + 2叩+ 2 z = 2*2 • 

F(x,y 

F a {x ,y ,z ja) = lax + — 2 = 0， 


xcos a 


— j：sin a 


解得 




2 


) = 


+ 2ay + 2z — 2a — 0, 


a x 


^z 9 a 


a 2 x + 2ay + 2z — 2a = 0, 

1 ~ y 


CL 一 


X 


2 


解得 


2x2 ： - y 

2xz — (y — l) 2 = 0 


+ 2y- 1=0 


所求包络是锥面 

7 证明设柱面的方程为 


a(u) + vb(u) 


170 


其中为常向量 . KU ) = o , 所以 


)- o , 




yj 


柱面是可展曲面. 

设锥面的方程为 


(w) + vb ( u ) ， 


其中 fl “） 为常向量，， （ u )=0, 故 


)=0, 




锥面是可展面. 

设曲线的切线曲面为 


= a(u) + vb(u) 


其中《 / //&，《 / 二义&，故（^，6，& / )=0，所以曲面是可展曲面 

8证明 ：因为 


0,所以曲面的第二基本量 L = M = 
0•可见 /C = 0 .故曲面为可展面，它的方程可写成 


UU 


(u) + vb(u ) 9 
=+ vb , ， 


二 0 , 


UU 


= 0 , 


则 f = = 常向量，所以曲面是柱面 

9解设挠曲线 （ C ): 


U )， 其主法线曲面的方程为 

(s) + vfi(s)• 

(s) = a(s) ,^(5) = - ka + tY y 


(-ka + ry) = — k ， 

-k 2 + z\ 


腰曲线的方程为 


[ f ( 5)] 2 


( 5 )— 


b(s) 


(s) + 


P(s) 


k ‘ + 


其中々、 r 分别是曲线 fl = fl ( s ) 的曲率和挠率. 

10 证明设可展曲面的方程为 
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(t) + 1^(£) ，其中丨 &.| — 1» 


其上的直线为 I- 曲线. 


=〆 + vb ,，r 

一 （fl ’ + vb ) X b 一 
= \( a + vy ) xb ]~ 


V 


X b + vb, x 


由于曲面可展，所以由推出 

(axb)//(b ， xb), 

n 可视为〆 xft 上的单位向量，与 t； 无关，所以有 


dn 


dv 


即曲线是曲率线.由于曲面上的直线都是曲面渐近线，所以可 
展曲面的直母线既是曲面的渐近线又是曲率线. 


习题 2.5 


1 解由于 dS 2 + 即 E ( p 9 d ) = l , F ( Pj d)=Q 

0(^0) = 〆，所以 


厂? 2 =冬，厂 L = p ，厂 L = o 


p 


证明由于 




ik ， 


k 


则有 


-LG + MF 


户 i — 


，户 1 — 


X^NF-MG 


- NE + MF 


2 一 


^2 — 


，户2 — 


—(-LG + MF) ( — NE + MF) (LF~ ME)(NF-MG) 


det(/4) = 


2 


LN-M 
—EG - F : 


=K 
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证明由于 


-NE + MF 

EG-F 2 


-LG + MF 

EG-F 2 

1 - LG + MF- NE + MF 


"2 一 


Ml — 


所以 " o " (/ ^1 /^2 ) ~ " o * 


2 


2 


EG-F 


1 I2MF — LG — NE 

EG-F 2 


-- H 


2 


证明 （1) 由第一类黎曼曲率张量的定义 

du d u J 

I 

^iSmi 

f L 


2 (饥-狀）， 


p 


有 R 


mijk 


31 % an 


A _ ^ 


( 1 ) 


9 u k du J 


P 


l 


由于 


所以 


如， m ]— yd ^ 


- y ㈣ 

V 3 u k ，} 

- 杂 n_ 

du 

p _d[ik 9 m] _ ^ d gt m 

mtjk ~ 一 1 

2 


S ml 


k 


k 


3 u 


d 


u 


祀 a _ , m ] 


E 

l 


Sml 


k 


d 


a 


u 


u 


代人 (1) 式得 




( 2 ) 


P 


由于 


] 


y ， 


2 \ d u j du { d u m r 
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1 ( d g tm + 9 gkm 

2 \du k 3u 


[ z -々 ， m ] 二 


du 


d s 


ml 


=[, w ] + [ mk , / ], 


k 


d 


u 


d 


gml 


= [Zj ， m ] 十 [m j ， Z ] ， 


d 


U 


代入⑵式得 


1 3 ( d gim + d g jm _ 9 gij \ _ 1 3 (3gi 

2 dk \ d yj d u d 


Rmijk 


k 


2 d 


d 


u 


u 


u 


d gkm _ ^gik 

du 9 

([lj ,m] + [mj ,1])^ + [pk.m]^ - [ 九 ， m ] ， 


一 ([Ik ,m] + [mk ,1])^ 


u 


2 


2 


2 


a 


d 


d 


d 


l 


gik 


S^j 


Skm 


g^n 


十 


+ 


k 


du J 9 U k du m 3 


k 


2 \du d 

2 [ 6 w ] r ；* + 2 [ ㈣ " ] C + 2 [ M ，饥 ] 厂 S 

l l p 

2 [九，济]厂卜 2 [技， 2 [ W 々 ， Z ]C 


dud 


U 


U 


u 




p 


2 


32 gkm 

d m ^ k i 

U ou dud 


2 


d 


d 


3 


Sij 


gim 


2 \ du l 3 u k du J d 

2 ， p]G - 2 []rj 

证明对于 r 3 中的曲面来说，中的本质分量只有一 


U 


U 


P 


个，即 


= ~ K ^(s 

因此可以一般地表示为 


R 


~ Sn S 22 ^ Szi S 21 


1212 


= ~ K(g 


R 


iSik ~ SmkSij 


mijk 


但是 


Kk = g mi R 咖 


ml 


[一 fC ( - g mk g i} )] 

K( g mi g mJ gik - g mi g mk gij ) 


— S 
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所以 




R 






(1) 证明由高斯公式 

dT% _dn 

d u a u 


r+ S(nn,-n-n,) 

p 

^g^lL.L^-L^] 

m 

取 々 = 2 ，j = l，Z 二 2 ，f = 1 则 

(r; 丄 - (r ; 上 + r； t r 2 l2 + r 2 n r 2 22 - r \ 2 r；, - {r\ 2 f 

[^11 ^>2m ~ ^12 ^lm ] 

[_L U JL 21 _ L 12^11 ] g 22 [ X- 11 22 _ ^12 ^12 ] 

[ LN - M 2 ] 


m2 


= 8 


12 


^ g 


22 


- 8 


gn [ LN - M 2 ] 


g 


2 


LN-M 

EG —] 


= EK . 


=E 


2 


(2) 证明由于 


d 


d 


2 


2 


r 


r 


du 


12 


d 


11 


E 


E 


v 




/g 


d 


d 


r g -^Tg 

ou 


gn 


l i ^7 gl1 


p 2 + ^g . 9r 

1 11 丁 — — 


11 


2 


(gu) 


gn 3u 


/g 


d 


a 




d 


du 


u 


(gn) 


d 


d 




rg ^ 


ign 


9 


u 


r 2 u — 


r 


/g 


(gn) 


(gu) 
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发 11 


3 


d 


d 


du 


U 


[ E U G + EG U — 2FF U ] 


2 


2 " EG — F 


[ GE U -2FF U + FF V + EG V - FFj 


2 V EG-F 4 

= (rh + r 2 n)^g 


( 2 ) 


3 


d 


d 


d 


u 


u 


(E v G + EG v - 2FF v ) 


2 


2^ EG-F 


(GE V -FG U +EG V -2FF V -FGJ 


2^ EG-F 

(厂 I2 + 厂兰 


(3) 




d 


由于 


Jgij = r u - r } + r, - r jk 

=[ il r j ] + [jk , i ] 

= Yr^ + Tii ， 

m m 

所以厂? l ^ T 茗 11 = 厂?1 (^12 ^11 + 厂? 2 发 21 + 厂 1 

o u 


d 


u 


+ 厂12容 21 ) 


12 Sli 


二 2( 茗 u 厂 1 2 + g 12 P \ 2 ) P 2 n 

同理 ^h^-ygxx =2(g u r\ x +g l2 r\ 2 )r 2 n 


d 


d 


2 


因此 r 


2 


p 心 = 2 心 （rh r? 2 - r; 2 O ， (4) 


—r 


u ^7 g11 


12 


将 (2) 、 (3) 、 (4) 式代入 (1 )， 




原式右边 = 


2g ll {r\ x r\ 1 -r\ 1 r\ 1 ) 


^fg L (茗 11) 
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( -^r\ t r 2 l2 - /^r 2 l2 r? 2 +^r\ 2 r 2 n + V^r 2 22 r 2 n ) 


g\x 




d —r \ 2 )' 

U / 」 


d 


r\ 2 - 


3 


d 


gn 


u 


= —l(r 2 n )^(r 2 12 ) u + r 2 n (r 2 22 + r; 2 )- 


莒 ii 


厂 ? 2( 厂 L + 厂 ; J + 


另一方面，由于 


R 


1212 


K = 一 


g 


2 


22 


22 


= - g 22 gK=- gn K 


所以 R 


R 


R 


- g 


121 — g 


2121 


2121 


d 


d 


2 


r 厂 ? 2 - 


. p2 p2 _ t-i 2 p2 

1 II ^ 1 12 1 21 1 11 1 22 ? 


因为 R 


121 


du 


d 


u 


[(r; 2 ) w - (r; 丄 + r; 2 G + r? 2 - 

r l n r 2 n - r 2 n T\ 2 ] 

[(rl x ) v -(r\ 2 ) u + rUrl 2 + r\ 2 ) 


故 


K -- 


茗 ii 




gn 

r] 2 (r^ + rl^ + ur^r^-rl, r； 2 )] 


R 


1212 


(3) 证明由于 JC = - 


，所以 


g 


R l 212= g 12 R212l= g U R 12X2 = / 只 1212 = - 尽 U 冰 


一 h 


9 


又因 


-n 2 + r\ x r\ 2 - r\ 2 r \ x ， 

u 


R 


r 12 - 


212 一 


d 


d 


V 


所以 


suK = ^r l 22 -^r\ 2 + rl 2 r\, + rl 2 r l 2l - 


d 


p 1 p 1 一 p 2 p 1 

1 21 1 12 1 21 1 22 

=(rim 上 + r! 2 (rh + H 2 )- 
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(^2 + r\ 2 ) + 2(r l 2l r^-r 1 ^) 


(l) 


因为 


Pi + r\ 


12 — 


( 2 ) 


r ] 2 + r\ 


ll 


又因 


d 


j^g22 = 2g 22 r \ 2 =i{g 2l r \ 2 + g22 r \ 2 ) ， 

^22 = 2^ r x 21 =i{ g2 , r l 2l +g 22 r 2 21 ) ， 


9 


d 


U 


消去茗 21 ，得 


d 


i d 


pi ^ 

12l d^ g22 

将 (2)、(3) 代人 （1) 式，得 


5^22 = 2^*22 (rh rh - r 2 2l r \ 2 ) ， 


— r 


(3) 


22 


g22 K = ^ ^ 


dVEG-F 


d 


22 


d 


du 


u 


V 


2 


dy EG — F 


r l j4^-r 


1 d S22 


r \. 




d 


2 


22 


d 


EG- F 


v 


d 


g22 


V 


u 


所以 K = 


2 


EG-F 


S 22 


d 


r d 


EG — F 


22 


G 


u 


12 


G 


v 


(4) 证明因为心 2 = X 2 ( du 2 + dt ; 2 )， 所以 

E = X\ 


F = 0, G = X\ 

Eu=2XX u ,E v =2kX v ,G 

因为 Fi 必，曲纹坐标网是正交网，所以 


= 2XX u9 G v ^2AA 


U 


V 
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E u —入 

2 E A ， 


-E 


r 2 n = 


r 


U 


V 


V 


11 


2 G 


A ’ 


E 


A 


G 


A 


r 2 n = 


r 


V 


V 


u 


u 


12 


2 E A ’ 
~ G U _ - A 

"2E r ， 


2 G A ’ 


G 


A 


r 


U 


V 


V 


22 


22 


2 G A 


将 G 代人下式 


r\ 2 r 2 n - (r 2 n y] 




2 


— A 


2 


A 


2 


A 


— A 


-A 


A 


u 


u 


u 


V 


V 


u 


2 


A 


A 


2 


A 


2 


2 


A 


A 


A 


A 


V 


u 


A 


/l 


V 


u 


A 


A 


A 


V 


u 


[(lnA) Mtt + (ln A)„], 

(5) 证明由于心 

£ = 1，F = 0，G = G 


A 


2 


d w 2 + Gdi 2 , 所以 


E 


-E 


E 


o,r 2 u 


r 


U 


^ ^ 二 o，r 




2E^ 0y 


11 


2 E 


12 


G 


一 G 


一 G 


G 


p 2 二 « pi 

1 12 ^2G j1j 


u 


p 2 _ w T, 

’ 22 '2G* 


u 


22 


2 E 


2 


将 4 代入下式，得 

k =^l(r 2 n ) v -(rj 2 ) 


miz + CrL-r; 2 rWf 2 ) 2 | 


U 


2 


G 


G 


u 


u 


2 G 


2 G 


u 


G \ - 2 GG 


uu 


4 G 


因为“， 

(v^G) 


G^G 2 u +±G~iG 


2 


UU 


2 


2 


uu 
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2 


1 G^uu 

1 2 Tg 1 ’ 


1 G 


d 2 ^/~G 


所以 K = - 


>/G du 

解法一因为 


，F = 0，G = 


E = 


(u 2 + v 2 + C) 

— 4u 

(u 2 + v 2 + C) 


(u 2 + v 2 + C) 

— 2( u 2 + v 2 + C) 9 2 u — 

(u 2 + v 2 + cy 


二 G w ， 


所以 


一 2( w 2 + v 2 + C) *2 

(u 2 + v 2 + cy~ 


— 4 

( u 2 + v 2 + C) 


V 


= G v ， 


E 




V 


— E 


2v 


E 


一 2 w 
2E u 2 + v 2 + 

— 2v 

+ v 2 + C 


所以 r ! 


—瓦一？ + 一十"5, 


li 




n 


G 


— 2u 

2G u z + v 2 + C f 

p 2 _ 〜 — _ 2 幻 


E 


二 


r 


2 


12 


2E 


u 


G 


一 G 


2u 


r 


2E u 2 + v + C 


22 


二 0 


U 2 + V + c) 2 ’ 

1 ( d gu + d gji _ d Sij 

2 \ 3 3 u 


r)= 


[ij jl] = 

晒 

所以 G 

t 


d gu + d Sji 一 

所以尸! i = 2 

t t 




ki 




du 


d gu + d gu — d g\l 

d u 1 du 1 ^ U 


1 / 




2 


r ) + V (^ + ^-^) 

/ 2 V aw du du / 


d gn + d Sn _ d g 

du 1 du 1 du 


tl 




2 


1 gi 2 d g\\ 1 ~ Sni d gn , d Sn _ d Su 


1 .^ I 


d 


2 


d 


2 


3 


g 


u 


g 


u 


u 
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一 1 (u + + C) 


一 4 w 


2 


+ C) 3 


2 


U 


V 


(U + V + C) 


2u 


(w 2 + z； 2 + C) 


同理可得其余各量. 

证明由上题知 


: 


— 2w 

(u 2 + v 2 + C)^ 

~2v 

lu 2 + v 2 + C) 9 


2v 


r 


ii 


(u 2 + v 2 + C) ’ 

— 2u 


u 


r ? 2 - 


r 


12 


2 


+ c )， 


u 


V 


-2v 

(u 2 + V 2 + C) f 


-2v 

(u 2 + v 2 + C) 

_2(u 2 + v 2 + C) -4v 2 — 2u 2 +2v 2 +2C 

(u z + v 2 + C) 2f 


r 


22 


22 — 


所以 （6) 


(u + v 2 + C) 


— 2(u 2 + v 2 + C) + 4u 2 2u 2 -2v 2 —2C 

(u 2 + v 2 + C) 


(rn)u = 


( U 


+ cy ， 


+ 


V 


2 


2u 


2 


— 41； 


r；! r； 2 = 


, r 2 n r \ 2 = 


(? + ^ + c ) 2 . 


(u + v 2 + C) 

一 4v 

(u 2 + v 2 +■ C) 


2 


2 


4w 


r \ 2 r 2 n = 


» rl 2 r \ 2 = 


(u 2 + v 2 + C) 2J 


所以 


K = ^^ r n^-( r n)u + r\ 1 r 2 i2 + r 2 n r \ 2 - r； 2 r 2 n - r\ 2 r \ 2 1 

_ (u 2 + v z + C) 2 


4C 


= 4C = const 


1 (u + v 2 + C) 2 

解已知 E = G -1 ,F = 0 ,L 


—1 ， iV = M = 0 




先求第二类克氏 符号: 


E 


E 


心- #0, 


r 




u 


2E 
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G 


E 


r?2 = 2^ = 0? 


= 0 , 


r 


12 


2£ 


G 


G 


= 0 ， r\ 2 = 


= 0 


r 


2G 


22 


2E 


再计算 a 


M 


L 


5 = 0 , 


Mi — 一 


户 i _ — 


G 


E 


N 


M 


妥 = 0 


"2 — 一 


^2 -- 

可以验证它们满足 高斯 - 科达齐方程.于是所求平面存在，根据髙 
斯-魏因加因公 式有： 


G 


£ 


( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


(4) 


(5) 


rd 


由方程 （1) 与 (4) 得 


UUU 


积分得 


! ( v)sm u + e 2 ( v)cos u + e 3 ( v ) 


于是 


= e x ( z;)cos u — e 2 (z;)sin u ， 

— e 2 ( v)sin u 


= e \( v ) 


cos u 


uv 


根据上式与方程 (2) 知 


e \ (t;)cos u — e f 2 ( ^)sin w — 0, 


e \ ( v ) = e t ( v )tan 


u ， 


由于6(”），6(^)只与 r; 有关，故上式成立当且仅当 e \{ v ) = 

2 U)=0, 所以 Cl (t；)、e 2 (T；) 是常向量. 


e 
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+ e 3 (v) 


r — e x sin u + e 2 cos 


u 


由此得 


( 


) 


(v ) ， 




V 


3 


根据方程 (3) 


(^)=0, 


3 


故有 


e 3 (v) = a + bv ( 其中 a 9 b 是常向量 ) 


所求曲面的方程为 


t — e x sin u + e 2 cos u + (a + bv) 

10 证明由于 E 二 G 二 1,F 


0»L = l,JVf = 0,N - — 1 ，所 




以 


厂 n -厂11 = 厂“ == 厂公 = 厂兰 二。 ， 

=一1， 


M 


2 


— 一 


户1 — 一 


E 


G 


M 


N 


2 


F = 0 ’ 

由上 可知/ = o 特别及 1212 =0.但是 

^1212 = L 2 lL l2 ~ L 22 Z ^ ，（高斯公式) 

L 21 L 12 — L 22 L n = M 2 - LN = 1^0, 
不满足高斯公式，故曲面不存在. 

习題 2.6 


1 


"2 —一 


= — 


G 


因为是正交网，所以有 

f 二 0, r 

I 

对于曲线， du 二 0 ,所以 


G 


~E 


22 = 厂 ^ = 


2G 


d 幻 — dv _ 1 

石 — 充扣 ―7^’ 


[ 你 ㈣ )] 


k g -/EG 


3 


G 


画 (S) 


2E 
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G 


ig4e 


对于 u - 曲线， c!t; = 0, 


du 








k 


8 


E 


2E^/G 


a cos u cos v , a cos u sm v , a sin u [ ， 


球面 r 二 1 


2 


2 


，F = 0，£ 


G = 


- a ， 
di; 2 + a 1 du 2 - 


a cos u 


2 


2 


=a cos u 


设 0 是曲面上曲线与 W - 曲线方向 6 的夹角.根据测地面率 
的刘维尔 公式： 


E v du + G u dv 

2^/EG ds 


dd 


k 


ds 


8 


s 


2 


du 


d 沒 2a 


cos usm u 




ds 


d 沒 sin udv 


d5 


ds 


， jR sin u } ， 


设球面为 r = \Rcos 

E = R\ F-0, G = R 
半径为 a 的圆 （ C) 的单位切向量为 a ， 它与经线的夹角没 = 


, jRcos usin 


wcos v 


V 


2 


COS u 


- 弃，根据刘维尔公式有 


2 


-1 


d^; 


7T 


^isin 6 = 


sin 


2 


jRcos 


ds 


i?cos u 


/G 


u 


代人第二题结果，得 


= -Trtan u = 


R 


Ra 


g 
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解因为正螺面的第一基本形式为 


I — du 2 + (u 2 + a 2 )dv 2 * 


螺旋线是正螺面的 t; _ 曲线 M %，由第一题结果可得 


G 


k 


2G^E 

5 证明设曲线 （ C) 的球面象为（亡） • （ ( ：） 与（亡）的测地曲 
率分别为 \ 和 I. 

由题设 （ C) 为 S 上的曲率线，根据罗德里格定理 du = 
-^dr ， 于是 （ G ) 的切向量 


— k n dr 


d 




u 


d 歹 


ds 


d5 


如，沒=一灸《：1^ 二土 1 


在球面上，不妨取 


.£ = nx 


dj 


= d 2 


k 


r JA 


r^Ts 


8 


k 


=k 


k 


k 


所以 


丨灸 g 丨 = 丨是 《 •心 I • 

设曲面曲线的方程为 u = u(t) t v=v(t)M 

du d 2 1 

dt d7 - 


du _ du dt d 2 u _d 2 u ( dt 

石 n w 石 


代入测地曲率的计算公式 


I — r d w 1 / d 2 

^[*d7( 


du 1 • du J \ 
XJ d5 ds j 


k 


ds 


du 2 /d 2 u l 


X^pi du du J \ ' 


ds \ ds 


句嘗•轵替 (钉 + 岳 (fe) 


du 1 du J ( 

i * — I - 

cU dt \ds 


du 2 dt j d 2 u 1 jdt 

n Ui 




■ h 
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& 隐 )+En 篑篑 ( 訂 ) ] 


df 


V 


， a ， n 共面，且 


(幻，由于 


7证明 （1) 设子午线为 
丄《，/»丄 a ， 所以 


//^ 


G ) 是测地线. 

(2) 设子午线的切向量为平行圆的主法向量为 f 若 

， k 共面且 a 。 丄/?， cr Q 丄《，故有 n // P , 


故子午线 


m 


0 


平行于旋转轴，则因 
即平行圆当子午线的切线平行于旋转轴时，是测地线.反之也成 




0， 


— ， 一 
兑 


证明 




(1) 由々 2 = 4 +々 2 „ =0,可知々=0,所以曲线为直线. 

(2) 设 （ C ) 为测地线，又是曲率线，则当 （ C ) 是直线时，当然 
( C ) 是平面曲线.当 （ C ) 不是直线时，由 

=±/* (根据 （ C ) 是测地线） 

可知 -Aa + r y = ± k = 土 Aa (根据 （ C ) 是曲率线，依罗德里格定 
理）.所以 r = 0, 即 （ C ) 是平面曲线. 

9解由于 dw 2 = r ( d M 2 + dT ； 2 )， 所以有 


幻 ， F = 0, 




于是有 


E V = G，UG “二 E u =0 


由测地线的微分方程得 


du 


― 一 yz^COS Q = jL^COS 0 ， 

/e 




V 


dv 


6 


= ~r=Sltl Q ~ 


sm 




/G 


v 


E 


G 


dd 


t _ . -7=COS C7 - —^zrSin 

2/ GElv ^ 


ds 


1 du 


cos 6 — —丁 

Zv ds 


2v^/v 
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由前两个方程得 


ddu = cos 6dv ,即 4^ = cot d 


sin 


dv 


由后一个方程得 




sin ❹ dd =sin d^^du = sin d 


cot 


Vy 


2v 


2v 


=^ — cos Odv ， 
Zv 


则有 


tan ddd = ^=—dv 


2v 


两边积分得 


V^cos 6 — C 9 cos 0 ~ —(C 为积分常数）， 


V 


du 


cos Q 


C 


=cot d = 


dv 


所以 


Cdv 


du = 


2 


v — C 


积分得 


u 2 -4 C 2 ( i ；- C 2 ) 

所求的测地线在 MZ ； 平面上是抛物线. 

10解由于 r = | 


av \ ， 


u cos v , wsin z ;, 


E = 1 ， F = 0 9 G = 


2 


2 


U 


a 


由测地线的微分方程得 


du 


E 


G tand = 


tan 6. 


(l) 


2 


U 


a 
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逆=丄 EdlnE 1 din G 

du 2 V G dv 

1 d\n( u 2 + a 2 ) 


tan 6 


2 d u 


tan 6 


du 


2 


1 dln( u 2 + a 2 ) 


(2) 


8 


tan 


du 


2 


由 （ 2 ) 式得 


In sin 0 = ^-ln( u 2 + a 2 ) + \n C, 


2 


C 


6 


sm 


cos 


再根据 （ 1 ) 式得 


Cdu 


dv = 


du 


v = C 


0 


此即测地线的曲纹坐标表示. 

11证明 a ) 对于平面 d ^= d « 2 + dt ； 2 ， 

E= G = l, F = 0, E u = E v = G u = G V = Q 

代入测地线的方程得 




= 0 ， d = const 


d 7 


du 


dt; 


du 


❹， -7— = cot 6 = const ， 

dz; 


=sin 


di =cos 


， di 


u = av + b 9 


是平面上的直线 . 

(2 ) 对于圆柱面 r= I i?cos O^Rsin d 9 z \ ， 
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E = R 2 , F-0, G = l ， 


E “ = G U = E V = G V = 


代人测地线的方程，解得 


—a6 + b 


z 


测地线为 


= {-Rcos 6 , i^sin 6 ^ ad + b \ y 


是圆柱螺线. 

12 证明因为 k g = 土 々 sin d ， d 是^与 n 的夹角， < 二0, 

O 

k ^ O ，所以 sin 0 = 0,0 = 0,或 0 二 tc ， 即多 = ±/ i . 

drt = fids - ka + zY)ds 


=—kads = - kdr 

根据罗德里格定理知测地线是曲率线_ 

13 证明设曲面上曲线的方程为 


⑴， 


⑴. 


因为 






k 


ds 


du 2 ( d 2 u l 


^sr'pi du du J 

乙 " d 7 ds 


ds \ ds 


G 


G 


dt ( v dt 2 + v t + 


dt 2 + 


dt 2 十 


2 G U 


v 


2G U 


v 


G 


) - t/dr ( u'dt 2 + u^d 2 1 - ^-v ， 2 dt 2 j 




2G° 


/G 


G 


+ 士 G 


(u 2 + Gv /2 )^ 


2 


2G 


G 


G 


由于 ds ^ (u 2 + Gv n dt ， 


\/ G 


G 


k^ds = 


+ ^-G 


(u 2 + Gv 2 ) 


2 


2G 
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^fOuv 


u + Go 




/2 


/3 


a 


( 2 ) 


// / 


dt 


/ 〃 


v 


u 


+ 


-qU V 


2 G UV 


V 


( u ^ + Gv ^ 2 ) 

由 （1)、 ⑵式得 


2 


u 


^d 5 = d(arctan/G^) ' ^ 


dv 


du 


14 证明因为所以 


r\ y =o 9 r; 2 =o ， r \ 2 




■ ^ 




2 


G 


G 


厂 ? i = 0 ， r?2 = 2^* 


r^2 — 

L 11 — 


v 


2 G 


攀 


设测地线的方程为 


( to , 则它满足微分方程 


U = U 


d 2 u 




二0 u = l ，2)， 


ds 




消去 ds ， 得 


d 2 u 


2 


嗜) 


du 




dv 


dt ； 


(rL-2r; 2 ) 砮 -r 


22 
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2 


du 


1 ^ du , 1 ^ 


l 


( l ) 


dv 


G 


此测地线与 u _ 曲线的交角为 a 时，有 


du 


dv 


cos a = 




+ G 


du 


4^ = /Gcot 


所以 


( 2 ) 


dv 


d 2 


da 




[ (\/^ ) v + (V^)“ \/Gcot a]cot 


esc a 


dv 


dv 


(3) 


将 (2) 代人 (1) 得 


d 2 


G 


= G u cot 2 a + 


(4) 


cot a + ^=rG 


dv 


2 


2 /G 


将 (4) 代人 (3) 得 


dl + Y^ cot2a + 1 ' )Gu =0 




所以 


da 


da _ 3^/~G 


= 一 (/ G ) 


dr; 


dv 


9 


证明在每族测地线中任取两条，围成曲面上的曲边四 
边形 •根 据已知条件，曲边四边形的外角和为由高斯-波涅公 


式有 


Kda + 27t = 2 tc, 


Kd<r -0- 

若在曲面的某点处， K 关0,不妨设 K ( P fl )>0, 则在巧 点 
邻近 K >0, 从而对于围绕 f > Q 点的充分小的曲边四边形有 
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Kd<j>0 


得出矛盾，所以 fC =0, 即曲面是可 展面. 

由高斯-波涅公式有 


16 


Kdcr = S (〜 一 


对于半 径为只 的球面 ，K = 




S ( 厶 )= 




其中4^>为测地三角形的面积. 

17解与15题相同. 

18证明设若存在所述闭测地线 （ C ) .它所围成的曲面部 
分为 G ， 则由高斯-波涅公式 


2 ( 兀 - a i ) 

i ^ 1 

因为 iC <0, 则|灰如<0,又后两项均为0,得出矛盾.所以不存在 


Kda + d) 十 


= 2 丌 


所述闭测地线. 

19证明设 


b = b l r x + 6 2 r 2 , 

a + b - ( a 1 + b l )r x + ( a 2 + b 2 )r 29 
fa^fa i r l + fa 2 r Zl 
a m b = a 1 b x + a 2 b 2 . 


则 


(1) D( 


=D(a 1 + b l ) r x + D(a 2 + b 2 )r 2 

=(dCa 1 + 6 1 ) + 2 + 6* )du fi )r! 


fi=l 
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2 


( d ( a 2 + b 2 ) + XW 扩 + 办 W ) 

afi= 1 

( da 1 + 

afi=l 

( da 2 + 士; iVdiZ ) 

afi= 1 

( di 1 + 

ap=l 

(db 2 + SOW) 


2 


2 


+ 


2 




= B ( a ) + D ( b )； 


(2) D (/ a ) 


2 


[ difa 1 ) + ^ rlja " du 0 ] r , 

afi= 1 

U ( fa 2 ) + 2 厂 

ap~ 1 

[ d /. a 1 + fda 1 + f ^ r ^ du ^ ] r , 

afi= l 

/ da 2 + r 2 afi a a du fi ] 

ap= 1 

/( da 1 + m / dz / V ， 


d / 


2 


2 


= dfa 1 r x + d/a 


2 


r \ + 


2 


afi- 1 


2 


/( da 2 + ^^ Vde /) 


afi= 1 


(3) d(a- b ) = d(a l b 1 + a 2 b 2 ) 

da 1 • b x + a 1 -db x + 6a 1 • b 1 a 2 -da\ 

+ a 9 Db 

I [ da 1 + ^ r ^ ga 0 d ] r , + [d 


D 


2 


a 


l 
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\[db { 


+ 


ap= \ 


2 


2 


+ |> 2 + 2 r2 ， d ，] r 21 

ap= 1 

da 1 m b l + da 2 • h 1 + db l • a 1 + db 2 • a 2 

20 证明设 


afi- l 




* 


2 


2 


b x r x + b 2 

{ b l + a 2 b 2 


2 ， 


则 


=a 


db 2 . da 

—:—十 


2 


d 


1 db 


da 


2 


2 




W * 

W 6 


+ a 


dt 




d 尤 


dr 




+ a l rlb a du ' 


(严》 1 

s o 


众 P 


df 


2 


du p 


P 


2厂>“昝) 

0=1 Ut / 


2 


+ b 


a 


dt 


ap= 1 


= 0 


所以，沿曲线平行移动时， （ v &) = 常数. 

又由于 u * fl )= 常数，所以沿曲线平行移动时，向量的长度不 
变，两向量夹角不变. 
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第三章外微分形式和活动标架 


习题 3*1.1 


1 证明设 


由已知， 


Ui € x + a 


V 一 


e 


a^e 


2 


n ， 


n 


A a =0, 

)f\(e x A e 2 八…八 〉 = 0 ， 


v 


P (a^ e x + a 2 e 2 + 




所以有 


A e x 八八…八 〜） + (a 2 € 2 八 q A 八 … 八 〜） + 

(^n € n A q A e 2 A … A e p ) 

八 A 二 0 ， 




+ 


* • « 


由于 




于是有 


(- 1)、 + 1 〜 八 心八 … 八〜八 〜 + i + ( - \) p a 

^ p 八 《夕 + 2 


f\ e 2 l\ … A 


p^2 e l 


+ ( - l) P a n e t A 八 … !\e p !\ 


+ 


= 0 


._ « 


e 


n 


由于 U t ， e 2 , 


i 是 v 的一组基，所以 




n 


= 0 , 


a 


— a 


=a 


户 + i 


p 


n 


因此 


+ 


+ a p e p 


v = a { e t 


^2 ^2 


证明 


八 0 ： 八…八 


ct — a 


a 


=A ^2 + ^3 A 


-1 A ^2r ) A A 


+ 


+ e 


A 


€ 


ft » « 


^2 


4 


€ 


2 


3 


八 e 2r ) 八…八八 


+ e 3 A e 4 + 


€ 


€ 


+ 


e 


4 


2 广一 1 


• * * 


A 


€ 


^2 


2r _ 1 
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+ e x A e 2 A 


= [(e x A e 2 / \ e 3 A e 4 + e x A e 2 A e 5 A e 6 + 


* _ * 


-1 八 Or) + … + ( e 2 r-l A e 2r A A e 2 + ^ 2 r-l A € 2 

+ e 2r~l ^ e 2r ^ e 2r-3 ^ 


e 2 


2 )] A 


A 豸 3 八 

八 cr A …八 


e 


€ 


2r- 


a 


Of 


r-2 个 

=[ 2 ( e x l\ e 2 f\ e A e x t\ e 2 f\ e s (\ 

A e 2r -\ A e 2r + e 3 A e 4 A e 5 A e 6 + 


i A 


+ 


+ 


e 


€ 


* * _ 


€ 


2 


6 


+ e 3 A e 4 A ^2r-i 


* • * 


e 2r )] 八 a 八 a 八…八 


A 


A 


+ e 


+ 


e 


e 2 r-l 


a 


^2 


# » ■ 


2r-3 ^2r-2 


-2 个 


(q A A 疔 3 八 … A 


A e 2r )^0 


=n 


€ 


2r- 1 


( e x A 矜 2 八 … A 


! A ^2r ) A ( ^! A ^2 + 


n 


a 


e 2r~ 


e 2r-l A € 2r )=0 


习题 3*1.2 


1 证明 


n 


2 


dx k A dx 1 A 


dco = 


k = l 


n 


d 


a ik 


ss 


it 


A A dx 


dx 


i=l ><* 


5 S & 


A A dx { 




^ a ij + 3a jk + da 

dx k dx 1 9a^ 


ki 


dx 1 A dj^ A dx 


k 


n 


取 


<p = x 1 dx 2 A dx 3 八…八 d«r 
(- 1 广 Vdx 1 Adx 2 A …八 cLcr 1 Adx r+1 A …八 dr 

(- l) r ~ l x r dx l A dx 2 A A dx r A dx r + 1 … A dx 

(i = 1 ， 2,… ， n) 


n 


或取 


n 




9 


n 




即可 


3 解直接计算即可. 
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dx 


d x 


3y du + ^dv 


du + ^ — dv A 


dx A 


3 


d 


d v 


du 


V 


u 


9(x 9 y) 
9( u\v) 


du A dz^ 


习题 3*1.3 


证明 因为 w = yzdx + zxdy + xydz ，所以 

do; = (x - x)d3 ； Adz + (: y - ： y)dzAd:r 十 (之 — z)dx A dy 


= 0 


命 6 = — ydx — xdy — —d ^: ， 


z 


dz j A {yzdx + 


— ydx — Jody — —^ 


dt\ 


0) 


z 


zjcdy + xydz ) 


=-xyzdx Ady - xy 2 dx Adz ~ xyzdy A d 

ydy Adz — xy 2 dz A dx - jc 2 ydz A dy 


x 一 


2 


X 


= 0 


所以 da> = 6 A (o. 因而满足 Frobeninus 条件 

，考虑 Pfaff 方程 


命 


(O — O) 


y = 




= y 0 zdx + 工 : y 0 d ： 2 ： = 0, 


CO 


它是一个常微分方程，即 


dz 


_ _ 之 

^0 

— In x + \n f(y 0 ). 


z 


dx 


x 


所以 


In 


z 


一 ^(^o) 


或 


z 一 


<p — xz. 


X 


再以 y 代％,注意到 


+ zxdy ， 


co — O) 


y 0 


y 
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将上面结果代入，得 


= zydx + xydz + zxdy 


CO 


d(9>(_y}) + £(yl xdy 


cLc - xy ^^-dx + xy 


<p{y) 


=y 


X 


X 


X 


X 


= d(<p(y)) 9 y+ <p(y)dy = 0 


解这个常微分方程 


d(tp(y)) — _ dy 

<p(y) 

ln( <p{y)) = - In 3; + In C ， 


y 


得 


y 


从而有 


c 


xz - 


: y 


故积分曲面的方程为 xyz=C 


习题 3-3 


=-/Gdv f (o 1 A co 2 = VH^dw Ad 


l =/Edu 9 


2 


m 


v 


O) 


(O 


G 


E 


2 

du Adv 9 dw = 


dw A di; 


d 


2/G 


2/E 


2 


d 


d 


2 一 


dv 


—V 」 丄 H 

. nil 十 . 

2^/EG 2/EG 

2(E W + GJEG _ E V (E V G + EG V ) - G k (E“G + EG tt ) 

4(EGP 


a> 


co 


A 


A 


CO 


O) 


(O 


CO 


dw]= 


dw Ad 仏 


-2(E W + 0^)£& + E V (E V G + EGJ + G U (E U G + EG U ) 


— 

J\ — 


4(EG) 


余下的证明可代人上式完成 . 

2 解因为 I =[C7U)+VU)](cl“ 2 +dT ； 2 )， 所以 


O) 
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2 


0 ) 


V：d 


V 


u 


2 


A 


dv Ad 


do> 


(o ， 


u 一 


一 2(17+ V) 

U f dv 

2(U+ VT 


u 


d<o 2 = 


A 


du A dv = — 


(O 


2V U+ V 


与 do/ = — 0t>2 A o> 2 , day 2 = ~ 0)\ A co 1 ~ <o\ A <o l 比较，得 


U'dv-V'du 


2 一 


CO 


— LTLT+ W-(U 〃 + \T)(U+ V) 

2(U+ Vf 

— U'U' + VY - (l/" + V f )(U+ V) 

2( U + V) 3 

mr + v r v y - u/" + v // )(u+ v) 

^ 2(u+ vy 

2 

du * 4vdudv + 4udv 

4( w - v 2 ) 


do> 1 — 


dv A du 


2 


A 


0) 




2 


u >〃 2 )， 可改写为 


由于 I = 


2 


— (dw — 2vdv) 

4(u-v 2 ) 


2 


+ dv 


i du — 2vdv 


2 


所以 


=dr 


co 


0) 


， dco 2 = 0 9 

4 证明设在曲面域内两测地线相交于两点 A 、 B . 它们包 

围的区域是 G ，在交点处的内角分别为 ZA 和，根据高斯-波 
涅公式有 


所以 


2 


da> 


= 0 


K = 


如1 


Kw l A a> 2 + 


k g ds + (k 一 ZA) + (兀一 ZB) = lit 


G 


SG 


因为 \=0 ,所以 


Kco 1 A w 2 =ZA + ZB>0 ， 


C 


与 K<0 矛盾 . 
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证明直接应用高斯-波涅公式 


2 (「6) 

i ^ I 

6 注意: 单连通闭曲面是不可能如此剖分的，但是像环面这 
样的闭曲面则是可能的. 

设闭曲面如习题中所要求的剖分后的四边形为 A,U = 1，2, 
, n ) ，它们的公共顶点正好也是《个： P , (i = 1,2 ,…， w ). 对每 
一个四边形 A ,_ ，用髙斯-波涅公式，然后 相加： 


Kw 1 A co 2 + 


2k 


+ 




g 


3 A 


A 


« * • 


A 


2 


k^ds + 4 tt - ( A , 的 4 个内角) 


CO 




~2 mz 


由于曲面是定向的.四边形 A : 的边缘相加后互相抵消，此外，各 
四边形的内角和正好是围绕各公共顶点的四个角之和，所以 

[ Kw 1 A co 2 + 2 ( 4jr — 2n) 

】 S i = i 


2nn 




K(V l f\<O 2 =0. 


因此 


S 


证明把曲面 s 三角剖分，在各三角形上积分 dp ， 应用 


Stokes 定理，则 


9 = 0 


as 


证明直接计算可得. 


证明 


3u dv 


du , dv 

ra d ^ + r ^ 


X 


d(u f v) 

d(U\v) 


3(u 9 v) 


= k 


du A dv 


^ r K ^7 v ) 

EG - F 2 duAdv 
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d 


2 


G 




£ 




u 


G 


d 


u 


G 


G 


G 


2 


2 


3 


2 


2 




u 


2 


d 


3 


G 


3 2 


G 


3 


£ 


V 


V 


£ 


£ 


E 


u 


d 1 


2 


2 


S 


E 




2 1 


3 1 


3 


S 3 



第四章整体微分几何初步 


习题 4丄 


1解这是简单闭曲线. 

2 [ 0 ( a ，+ i ) _ 没(…)]+点2 

j-0 j = 1 

9 6(a 2 ) - d(a x - 


-1 


n 


i = 0,1 . 


n 


， 


c 


2tt ^ 


TZ 


6(a x ) - 6(a Q )= 


7T 


7T 


TZ 


a l ?=T > a 2 


Of 3 —丁 


2 ， 


2 


3 


1 2 


1 /4 丌 
2 丌 3 


K 


n 


n 


c 


2n\ 3 3 

对于曲线 （ C ): jc (£) 二 cos t f y ( t ) - sin 2 f ， 则 x ' { t ) 
=- sin f jx \ t )= - cos t\y f {t) ~ 2 cos 2 t ，/( t) = - 4 sin 2 t , 


3 


ff 


〃 


x y ^ y jo 


• 2 

= 8 sin ^cos t — 4 cos t ， 




/2 


k(s(t)) — 


X 


y 


3 


/2 


^2 


) T 


jC 


y 


2k 


2k 


dr 


(8 sin 2 1 cos t - 4 cos ，） d ， 


k(s(t)) 


dt = 


2iz 


dt 


2tz 


0 


0 


2 IT 


3 


t — 4 sin t 


= 0 


= 0 , 


了 sin 


n 


c 


2 jt 3 


0 


■ 


习 


解因为 々关 0,所以曲线上不可能有直线段.因此，直线与凸 
闭曲线之交不能有三个或三个以上的交点. 
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习题 4.1.3 


1 解因为 L=6，A 二 3 ,由于 L 2 >4ttA ， 即 36 > 4k A 
12tt, 这是不可能的 . 

2 证明由于旋转数 


k(s)ds = 1 


2兀 


(C) 


所以 


-ds>^ 


k ( s)ds = 1 ， 


2k 


2k 


(C) 


(C) 


— d5 — ^ — L^l^>L^2nr . 

r Zicr 

证明与等周不等式的证明相同，只是把切于简单正规闭 
曲线的一对平行线改成过 A 和 B 垂直于 AB 的一对直线，最后得 
M L 的方程是圆的方程，但是这里 L 是圆弧 . 


2 n 


<o 


3 


习 


4.1.4 


1 证明由于 = = - k( s) a( s) ^ a = 

U») • 幻 n(s)-Pcr • 对于卵形线，它至少有 4 个顶点，在顶 

紐， k 取局部极值，则 A =0, 所以至少有四个点处，&平行于 

2 证明对于拋物线 r = G ， ^) ，〖 e[0,oo )， 

k(s(t)) = 


2 


x y ~ x y 


) T (l + 4i 2 )^ 

由于々不变号，所以曲线是凸的 •求々 的局部极值点 




2 


_24t /I+T? 


k 


= 0 , 


(1 + 4 ，） 

只有一解 £ = 因此，只有一个顶点，说明四顶点定理在非闭曲线 

不成立， 


(l + 4t 2 p 


3 解 r(t) = (acos t ,6sin t) 丌 ) 
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x,(£) = - asin t , 

(t) = bcos t , y\ t) = — 6sin t 

• 2 2r 

absin t + ab cos t 
(a 2 sin 2 t + b 2 


x{t) = a cos t » 

y{t) = bsin t » 


〃 


(/) — ~ a cos t ， 


x 


y 


/ // 


// / 


x y ^ jo y 


k{t) = 


n 


/2 


2 


X 


y 


cos 


ab 


3 


(a 2 sin 2 t + b 2 cos 2 

3ab (a 2 — b 2 )sin 2t 

t + b 2 cos 2 1)^ 


〆 （£)= 一 


= 0 , 


2 


a 2 sin 2 


( 


sin 2t = 0 9 


n 


则 


q =0, 


3 _ 丌， 


2 ， 


2 


习题 


1 证明设对应点是 r(s ) 和 ?(s). 

r(s) - r(s) = vr(s) + um ( 5 ). 

前面已证明 a=0 , 所以 r(s)-r(s) 

(r(s) - r(s))//n(s). 

则相对点的连线与相对点的切线正交 . 

2 证明根据上题， 


(s )， 即 




XV 


r(s) = r(s) + wn (s) 9 


设 ; ^(5 ) 的弧长为 


dr(s) ds 

—-= —= (1 一 cok(s))~ 

ds 

dr(s) 


但是与 r(s ) 的切向相反 
法向量是 -«U ). 所以 


= _+G )， 从而推出 


ds 


ds 


(1- ivk(s))~- 一 1 ， 


ds 


d 2 r(s) 


-k(s) 


(s). 


ds 


*2 


ds 


ds 
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k ( s ) 


所以/ •(<?) 的曲率是 


故有 


vuk (5)—1 — 


二常数 


习题 4丄6 


证明将曲线 （C) 置于坐标系的上半平面.对于与 （C) 相交 
的直线集来说 JG[0， tc ], 又 <7 (1 / 0 = (14，是（0所包围区域的面积 
元素，所以 


adp A dd 


dA dd = nA . 




/ ruc )^ 0 


习题 4丄1 


1 证明设 （ C) 的长度为 L， 则其总曲率 

K=\ L kds^ ' 

tj 0 ‘ 丨 


L 


R ds = R f 

由 Fenchel 定理知 K>2 tc , 即音 >27r,L>2itJ?. 

2 解当三条圆弧外切时，三圆弧的曲率 


L 


T 


K-3 


-=-d5 = 3 


^ds — 


2 


2 


三个外角和为 3 tt . 所以，全曲率 = 4 tt . 

3仿照书中 §2.1 的例子进行计算 


4 证明设半球面顶点的向径为 fl . 对于曲线 （ C):r = rU ) 
(0< s < L ) 的切映射象这个半球面内，则 


>0,所以 




r 


0< (a - r ( s))ds = | d(a - r ( s )) = (a - r ( s )) I =0， 

J 0 Jo I o 

这是不可能的，惟一的可能性在于切映射象 ;* G ) 是半球面的边缘 
大圆，这时 a*r = 0- 
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习题 4*2 


1任何大圆交球面 S 上的大圆 （ C ) 于对径点，所以〃 （ w ) = 


(xv)ds = 2 # 47r = 


4L = 4 .2k = 81 Crofton 公式得以验 


2 


n 


丌， 


s 


证 


2 因为一条正规闭曲线的切映射象不可能在同一半球内. 

此，它与半球面的边缘大圆的交点不少于两个.但是一条正规闭曲 

线的全曲率就是它的切映射的象的长.所以，根据球面的 Crofton 
公式， 


( xv)ds = 4L 


n 


s 


但是 


k(s)ds = L , n( xv)^2 


( C ) 


所以 4L 二 4 


k(s)ds 


(w)ds^2 d5^87t 


n 


(O 


s 


s 


所以 


k (s)ds^2iz 

特别地，当 （ c ) 是平面曲线时，切映射象是半球面的边缘大圆，这 
时，等号成立. 


( C ) 


习题 4.2 


证明因为 


(s) 


kds 


T 


ds — 


1- 


= 0 


k(s) 


k (s) 


2 


2 


( C ) 


k 


k -1 

注 意:球 面曲线 （ C) 的曲率 Ms ) 关 0. 


0 


0 


习題 4.3.3 

1解根据 Hadamard 定理的推论， M 在 P 点的切平面的同 
一侧•设法向量 n ( P ) 是外向的，定义 M 上的函数|«( 


U , V 
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n ( P ). 由于 M 是紧致的， /•• n ( P ) 在 M 上有极值点 r 。. 命 r ( i ) 是 
M 上过极值点/的正规曲线 ，则卜 （？）•《(?)]:% =0,所以 

= 这说明 M 在极值点 r 。 的切平面是垂直于 P 点 

的法向量 rt ( P ). 换言之，在极值点的切平面都互相平行.这 说明: 
这样的极值点不能超过两个，这是因为凸曲面是不能有两个以上 
的平行切平面的.这两个极值点中有一个是 JP 点，命另一个是 P 
点，这两点的切平面都垂直于11(户），它们是互相平行的. 

2 解命尸 点是 r = 

=dn + Xr u + / ur v ，d 二 常数 


(u,v),P 点是 r = r ( w ， x ;)， 设 


r - r 


dX 


ou 


= dn u + 十 Xr uu + 


P ^ vu ， 


dx 


d 




= dn v + 


dy 


dv 


根据习题 l ， r 和 r 的切平面是平行的，所以 


= 0, 


~ 0， 


= 0 , 


= 0 


把上面两个式子分别点乘 n , 注意 

L = r 


， M = r uv ^ n , N 二 


所以有 


Xr 


= XL + fxM ^ 0 ， 

•« = XM+ fzN = 0. 




u 


Ar 


由于 


LN- M 2 = K(EG- F 2 )>0^X^ fz = 0, 

r - r — dn. 

这说明 ：直线 pp // ii , 即直线垂直于 p 点或 p 点的切平面. 

解取 iVf 上的曲率线网为曲纹坐标网，则坐标曲线的切 

方向 r B 和 r „ 是主方向.根据 Rodrigues 定理， 

是主曲率，所以 


所以 


3 


=- Wr ， 其中 k 


-- k 
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其中 h 和匕 分别是主曲率.下面要指出： r H 和〜 也是 P 点处的 


主方向，因 此: 要证明 F = M = 0. 

+咖，所以 


根据习题2, 


= ( r u + dn u ) • ( r v + dn v ) 

=(1 - dk x ) r u *(1 - dk z ) r v =0, 

= [(l-6^)r “] 


F — r 


u 


V 


M 二 r 


m 


uv 


V 


- A 


= ( l - dk,)r 


d 


UV 


u 


u 


= 0 . 


所以之 和 h 是 M 在 P 点处的主方向.显然, 

= { l - dk x ) r u // r „ , 
= ( l - dk 2 ) r v // 

4 解根据 Rodrigues 定理， 

--k 


u 


V 


V 


= 一是 i (1 一 dk x ) r u ， 


u 


u 


但是 


所以 


= 走 1 ， 


u 


u 


一是 1 


1 一 1 1 一 dk ^ 

■ ■■■■ ^ ― - 

k i k x k x 

1 1 1 ~ dkn 


故 


=d 


1 1 一 dk y ’ k 


， k 


同理 


= d 


2 一 


1 一 dk 2 9 k 


是 2 


k 


2 


2 


2 


k X 


k 


^0-(^1 + 是 2) 


2 


2 \ 1 — dk x \ — dk 


2 


2 


5 证明 | JmH ( P ) cIA 

(1 ~ dk x )(1 - dk 2 ) * dA , 

H ( P)dA 


H ( P ) dA ， 其中 dA ^\ r.Xr 

M 




u 


V 


M 


JW( 


2 


(1 - dk x )(l - dk 2 )dA 


1 — dk l 1 — dk 
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JJ M 


[k x (l - dk 2 ) + k 2 (l - dk x )]dA 


2 


H(P)dA + d KdA 




M 


M 


根据高斯-波涅公式， KdA -4 tc ， 所以 


M 


H(P)dA=2nd 


M 


习 


2(1-g) = x(M) 二 


KdA>0, 


M 


^ = 0 


所以 


2(1-g)=I(P)=0, 


所以 


g- 
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